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PRÉFACE 


La monographie de A. Akhiezer et S. Péletminski que nous pro- 
posons au lecteur est consacrée à l’exposé des méthodes de la méca- 
nique statistique. Cet ouvrage occupera sans aucun doute une place 
toute particulière parmi les monographies de mécanique statistique, 
car les auteurs utilisent une même méthode pour trouver des équa- 
tions cinétiques pour les systèmes classiques et quantiques et des 
équations de la physique macroscopique, c’est-à-dire les équations 
de l’hydrodynamique pour un liquide ordinaire et superfluide et les 
équations de l’électrodynamique macroscopique. 

Cette méthode d'étude de questions apparemment si différentes 
est basée sur l’idée d’une description abrégée des états hors d’équi- 
libre des systèmes macroscopiques. La description abrégée apparaît 
tout naturellement au cours de l’évolution des systèmes physiques 
ayant un grand nombre de degrés de liberté, et il est donc naturel et 
judicieux d'utiliser cette description des états hors d’équilibre 
également pour obtenir les équations cinétiques et les équations de 
l'hydrodynamique. Si de plus le système est caractérisé par une 
interaction faible entre les particules ou par une densité faible de 
particules, l'étape hydrodynamique de l'évolution est précédée de 
l'étape cinétique et celle-ci peut être étudiée à l’aide des équations 
cinétiques. Par contre, si l’interaction entre les particules n'est 
pas faible, et que leur densité soit grande, il n’y a pas d'étape ciné- 
tique de l’évolution, l’étapehydrodynamique apparaît immédiatement 
et peut être étudiée à l’aide des équations de l’hydrodyna- 
mique. 

À partir de la même conception d’une description abrégée, les 
auteurs établissent une théorie basée sur des principes généraux, tel 
que le principe d’affaiblissement des corrélations et les relations 
ergodiques liées aux particularités de la structure des hamiltoniens 
et à leurs propriétés de symétrie. 

Les auteurs prêtent une attention particulière à l'étude des systè- 
mes quantiques ; l'exposé des problèmes de la statistique quantique 
est précédé d’un exposé clair des fondements de la mécanique quan- 
tique comprenant la théorie de la mesure. 

Les auteurs utilisent également la méthode d’une description 
abrégée pour l’étude du comportement asymptotique des grandeurs 
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universelles telles que les fonctions de Green d'équilibre à deux 
temps. 

Les auteurs prêtent une grande attention à l'étude des systèmes 
dont la symétrie a été spontanément perturbée, en particulier, aux 
systèmes à symétrie de gradient perturbée. 

L'appareil mathématique utilisé est clair et concis tant dans son 
ensemble que pour les questions particulières. On peut, par exemple, 
noter l'étude des problèmes liés à l’entropie d’un gaz faiblement 
non parfait, aux développements quantiques du viriel de la théorie 
des équations cinétique, etc. 

Mais le lecteur trouvera dans cette monographie non seulement 
l'exposé des fondements formels de la mécanique statistique, mais 
également un grand nombre d'applications concrètes importantes 
donnant une bonne illustration de la théorie du mouvement brow- 
nien, la théorie du ralentissement des neutrons, la théorie des phé- 
nomènes de transfert dans les cristaux et certaines questions de la 
théorie statistique des plasmas. 

L'ouvrage réalise un équilibre judicieux entre la physique et les 
mathématiques, ce qui facilite la lecture et la compréhension. 

Ce livre intéressant et précieux sera sans aucun doute très utile 
à un grand nombre de lecteurs, physiciens et mathématiciens, effec- 
tuant des recherches dans le domaine de physique statistique. 


N. Bogolioubov, 


membre de l’Académie 
des Sciences de l’U.R.S.S. 


PRÉFACE DES AUTEURS 


Les propriétés des corps macroscopiques dépendent essentielle- 
ment de leur structure atomique et moléculaire. En effet, le nombre 
des atomes et des molécules qui constituent un corps macroscopique 
étant très grand, on voit apparaître des lois d’un type spécial, à sa- 
voir des lois statistiques, qui avec les lois du mouvement microsco- 
pique des atomes et des molécules déterminent les propriétés macro- 
scopiques des corps. 

La nature physique des processus se déroulant dans les corps 
macroscopiques peut être très variée. C’est pourquoi différents 
domaines des effets physiques exigent le développement de théories 
spéciales. Néanmoins ces théories font appel à une même méthode 
d’étude. Cette méthode est celle de la mécanique statistique basée 
sur l'étude des corps macroscopiques en tant que systèmes formés par 
un grand nombre de particules. Les valeurs exactes des coordonnées 
et des impulsions des différentes particules importent peu pour la 
description macroscopique (de plus, en fait, on ne connaît pas toutes 
ces grandeurs), mais on doit faire le moyennage sur ces grandeurs, 
ce qui implique l'introduction de la notion de probabilité d’un état. 

En introduisant la notion de probabilité, il faut souligner que la 
description probabiliste n’est pas en principe indispensable en phy- 
sique classique. Nous l’utilisons parce qu’il est pratiquement impos- 
sible et inutile d’ailleurs d'étudier le mouvement de chaque atome, 
bien que théoriquement, si les atomes suivaient les lois de la méca- 
nique classique, ce soit possible. En fait le mouvement des atomes 
est régi par les lois de la mécanique quantique et la conception de 
probabilité se trouve être dans la nature des choses. De plus le carac- 
tère statistique du comportement des objets microscopiques ne con- 
tredit pas le déterminisme classique du comportement des objets 
macroscopiques, car l'étude macroscopique implique, comme nous 
l'avons déjà noté, le moyennage sur les variables dynamiques des 
atomes séparés. Le nombre de ces variables étant très grand, en 
conformité avec les théorèmes généraux de la théorie des probabilités 
le moyennage donne une diminution très importante de toutes les 
variances des grandeurs macroscopiques observées. 

Il est très important que durant l'évolution que subit-chaque 
système physique le caractère de la description probabilisté varie 
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également. Plus exactement, à diverses étapes de l’évolution d’un 
système physique, l'expression pour la probabilité d’un état a une 
structure différente, cette structure se simplifiant avec le temps. 
Ceci signifie que la probabilité d’un état d’un système après un temps 
suffisamment long dépend en fait d’un nombre limité de fonctions, 
c'est-à-dire que la probabilité est une fonctionnelle de certaines 
fonctions qui peuvent être utilisées pour la description macroscopi- 
que des systèmes physiques. 

Ces fonctions satisfont à certaines équations. A différentes étapes 
de l’évolution d’un système physique, ce sont les équations ciné- 
tiques pour les fonctions de distribution des particules, ainsi 
que les équations de l’hydrodynamique et autres équations de 
transfert. 

Le présent ouvrage est consacré à l'exposé des méthodes géné- 
rales de la mécanique statistique, méthodes qui sont fondées sur 
l'idée d’une description abrégée d’un système à un grand nombre de 
degrés de liberté, et aux certaines applications de ces méthodes. 

On commence par une étude des équations cinétiques pour les 
systèmes classiques (chapitre premier). On introduit ici les fonctions 
de distribution à particules multiples qui à l'étape cinétique de l’évo- 
lution sont des fonctionnelles des fonctions de distribution à une 
particule. Pour ces fonctionnelles on établit une chaîne d'équations 
intégrales, équivalente à la chaîne d'équations différentielles de 
Bogolioubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon et à la « condition aux 
limites » de Bogolioubov liée au principe d'affaiblissement des cor- 
rélations pour un système macroscopique. On expose dans ce chapitre 
la théorie des phénomènes de transfert basée sur l’équation ciné- 
tique de Boltzmann et déduit l'équation de Fokker-Planck pour les 
processus lents. À titre d'applications on envisage la théorie du 
mouvement brownien et la théorie du ralentissement des neutrons. 
Dans le premier chapitre on étudie également les fondements de la 
mécanique statistique des particules chargées. Le chapitre se ter- 
mine par une discussion des questions liées à la réversibilité des 
mouvements mécaniques et à l’irréversibilité des processus macro- 
scopiques. 

Dans le chapitre 2, on trouve les problèmes concernant la méca- 
nique statistique des systèmes quantifiés. En plus des principes 
généraux de la mécanique quantique, on envisage le principe d'’affai- 
blissement des corrélations et les relations ergodiques pour les systè- 
mes macroscopiques quantifiés. 

Le chapitre 3 est consacré à la théorie des états d'équilibre des 
systèmes quantifiés. On expose ici des questions liées à la théorie 
thermodynamique des perturbations et aux développements quan- 
tiques du viriel. 

En utilisant la méthode des valeurs quasi moyennes, on établit 
la théorie de la superfluidité des gaz de bosons et de fermions. 
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Dans le chapitre 4, on considère les méthodes d'étude des états 
d'équilibre des systèmes quantifiés. On introduit ici la réponse du 
système à une perturbation extérieure, on étudie les propriétés des 
fonctions de Green et on y développe la théorie générale des pro- 
cessus de relaxation, basée sur l’idée d’une description abrégée des 
systèmes macroscopiques. On étudie en détail le comportement 
asymptotique des fonctions de Green. 

Le chapitre 5 est consacré aux équations cinétiques pour les 
systèmes quantifiés. On y trouve les équations cinétiques dans le cas 
d’une interaction faible et dans le cas d’une densité faible. On étudie 
l’entropie d’un gaz quantique faiblement non parfait hors d’équi- 
libre. On obtient les équations cinétiques pour des particules dans 
un champ variable extérieur et on établit une relation existant 
entre ces équations et l'expression asymptotique des fonctions de 
Green dans le domaine de basses fréquences pour les systèmes nor- 
maux et dégénérés. On obtient également les équations cinétiques 
pour les particules et le rayonnement en interaction avec le milieu. 
A titre d'applications on envisage la théorie du son nul, la théorie 
de la conductibilité thermique des diélectriques, etc. 

Dans le chapitre 6 on étudie l’étape hydrodynamique de l’évo- 
lution et on trouve les équations de l’hydrodynamique d'un liquide 
normal et d’un liquide superfluide. Dans ce même chapitre on obtient 
les équations de l'électrodynamique macroscopique et on établit 
les propriétés des fonctions de Green de l’électrodynamique. 

Comme nous l'avons déjà mentionné, notre exposé est basé sur 
l'idée d’une description abrégée des systèmes formés d’un grand 
nombre de particules. C’est pourquoi on laisse de côté les problèmes 
dont la résolution n'est pas liée à cette méthode, tels que la théorie 
des équations pour les éléments diagonaux de l'opérateur statistique 
développée dans les travaux de Prigogine et de Van Hove. On n'ex- 
pose pas non plus la technique des diagrammes, car ses résultats 
essentiels peuvent être obtenus à partir de la méthode de la descrip- 
tion abrégée. Pour cette raison notre bibliographie n’est pas exhaus- 
tive et nous présentons nos excuses aux auteurs dont les travaux sur 
les méthodes de la physique statistiques n’y sont pas cités. 

Les auteurs ont l’honneur de présenter les remerciements à 
V. Prikhodko, A. Sokolovski et V. Fédianine pour leur aide pré- 
cieuse lors de la préparation du manuscrit. 


A. Akhiezer, 
S. Péletminski 


CHAPITRE PREMIER 


ÉQUATIONS CINÉTIQUES 
POUR LES SYSTÈMES CLASSIQUES 


$ 1.1. Fonctions de distribution à particules multiples 


1.1.1. Equation cinétique de Boltzmann. A la différence de la 
thermodynamique statistique qui étudie les états d'équilibre ‘des 
systèmes macroscopiques formés d’un grand nombre de particules, 
la cinétique physique étudie différents processus physiques se dérou- 
lant dans ces systèmes. 

Après un intervalle de temps suffisamment long (appelé temps 
de relaxation) tout système macroscopique soumis à lui-même passe 
à l’état d'équilibre statistique. C’est pourquoi la cinétique physique 
doit avoir, comme cas limite, la thermodynamique. Il est cependant 
évident à partir de considérations générales que l’état d'équilibre 
limite peut être décrit d’une manière bien plus simple que les pro- 
cessus qui ont amené à cet état. En effet, toutes propriétés thermo- 
dynamiques d’un corps macroscopique peuvent être étudiées à l’aide 
de la distribution universelle de Gibbs [42] 


1 (21, - . , Tn) = exp {BF — GE (x, - . ., zx))}, (1.1.1) 


reliant la densité de probabilité d'équilibre w (x,, ..., zx) d’un 
système dont les particules ont des coordonnées et des impulsions 
données zx; (xæ;, p;) au hamiltonien de ce système &£ (x,, . .., x) 
et à des grandeurs macroscopiques telles que la température T7 — 
—= $f-! et l'énergie libre F 

Cette distribution, établie par Gibbs en 1901, est vraie pour un 
système macroscopique quelconque, de plus parmi les grandeurs 
microscopiques relatives à ce système cette distribution ne contient 
que le hamiltonien du système et parmi les grandeurs macroscopi- 
ques, les paramètres caractérisant l’état d'équilibre, c'est-à-dire la 
température, le volume et le nombre de particules (l'énergie libre 
est une fonction de la température JT, du volume Ÿ” et du nombre de 
particules W). 

L'universalité de la distribution de Gibbs, qui contient en prin- 
cipe toute la thermodynamique statistique, vient de ce qu'elle décrit 
les états d'équilibre. Lorsque l’on passe des états d'équilibre aux 
états de déséquilibre, l’universalité disparaît et la cinétique physique 
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donne, pour le déroulement dans le temps de divers processus aux 
différentes étapes de l’évolution du système, des relations distinctes 
qu'il est impossible de réunir en une formule universelle unique du 
type de la distribution de Gibbs. Ceci est dû à ce que, aux diverses 
étapes de l’évolution du système, l’état de celui-ci est décrit par des 
ensembles distincts de grandeurs, à la différence de la distribution 
de Gibbs qui ne contient que la température et le volume. 

La thermodynamique statistique et la cinétique physique ont 
pour origine la théorie cinétique des gaz élaborée par Maxwell et 
Boltzmann dans la seconde moitié du XIX° siècle. En effet, sur 
l'exemple du gaz, qui est un système physique très simple, il est 
facile de comprendre la relation existant entre la thermodynamique 
statistique et la cinétique physique qui sont deux parties de la phy- 
sique statistique. 

Si, en première approximation, on ne tient pas compte de l’in- 
teraction entre les particules du gaz, son hamiltonien est 


Han D (P+U (x), 


1€I<N 


oùp,etæ,sont l’impulsion et le rayon vecteur de la /-ième particule, 
U (xz;) son énergie potentielle dans un champ extérieur donné, m 
la masse de la particule et W le nombre de particules (les particules 
sont supposées être identiques). Pour cette forme de hamiltonien, la 
densité de probabilité w (r,, . . ., x,) prend la forme d’un produit 
de fonctions de distribution à une particule f, (x:, P1) 


w (x, Fes Ty) [] Jo (4, Di), 
1<I<N 


fo(æ, p)=Cexp { —B2—BU (x)}, (1.1.2) 


où C est une constante de normalisation. 

La fonction f, (x, p) est appelée distribution de Mazxwell-Boltz- 
mann. Elle donne (après multiplication par d°x d'p) le nombre de 
particules, dont les coordonnées et les impulsions <e trouvent dans 
les intervalles dr et d'p au voisinage des valeurs données de x et p 
après un long intervalle de temps (par rapport au temps de relaxa- 
tion t,) lorsque le gaz passe à l’état d'équilibre statistique. 

On peut également étudier le comportement de la fonction de 
distribution à une particule pour des temps £, inférieurs au temps de 
relaxation +, et, à la limite, le passage à la distribution de Maxwell- 
Boltzmann. Ce problème est à la fois simple et fondamental pour la 
cinétique physique. Il a été résolu par Boltzmann qui a établi une 
équation pour la fonction de distribution à une particule f (x, p, t) 
hors d’équilibre pour le cas d’un gaz de densité faible [33]. Cette 
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équation est dite équation cinétique de Boltzmann 
2 gp of {ot ; 
tee Ep = (he CS) 


où o — p/m est la vitesse de la particule, F# — —0U/0x une force 
extérieure agissant sur la particule et (0f/0t). l'intégrale des collisions. 
La fonction de distribution donne (après multiplication par d°x d‘p) 
le nombre de particules dont les coordonnées et les impulsions à l’ins- 
tant { se trouvent dans l'intervalle dx d‘p. Cette fonction satisfait 
à la condition de normalisation 


f drdpf (x, p,t)=N. 


Les termes v 2L et Fr entrant dans l'équation cinétique donnent 
la variation de la fonction de distribution, due à l'entrée et à la sor- 
tie des particules dans l’élément d°r dÿp dans l’espace des coordon- 
nées et des impulsions par suite du mouvement des particules sous 
l'action de la force extérieure, quant à la grandeur (0f/ôt)., elle donne 
la variation de la fonction de distribution par suite de l'interaction 
des particules du gaz. 

Si la densité du gaz n'est pas grande, seules les collisions binaires 
entrent en ligne de compte et l'intégrale des collisions s'écrit 


(4).=) EP: | dQv—v|o(8, —+;) (ff; —ffs). (1.1.4) 


p et P, sont ici les impulsions de deux particules quelconques avant 
la collision, p” et p, les impulsions de ces mêmes particules après la 
collision liées à p et p, par la loi de la conservation de l'impulsion 
et de l’énergie; do = © (6, v — v,) dQ la section différentielle de 
diffusion dans l'angle solide dQ (6 étant l’angle entre les vecteurs 
Pi — P et Pi — p') et f = f(x, P: t), fa = f(x, Pi Lt), jf Fe 
— f(x, p',t), etc. Les grandeurs des impulsions des particules après 
collision sont, de toute évidence, déterminées d’une manière uni- 
voque par les grandeurs p, pr, 6. 

On voit ainsi que l'intégrale des collisions contient la section de 
diffusion, c'est-à-dire une grandeur à caractère probabiliste. Aucune 
des équations dynamiques de la mécanique ne contient de grandeur 
de ce type. Ainsi, on peut dire que pour formuler l'équation ciné- 
tique, il y a lieu d'introduire une conception nouvelle pour la mé- 
canique, à savoir la conception de probabilité. D'un autre côté 
l'irréversibilité des processus cinétiques porte un caractère proba- 
biliste. C’est pourquoi, il est évident que l'équation cinétique est 
l'appareil mathématique permettant d'étudier les processus irré- 
versibles dans les gaz et de déterminer les coefficients cinétiques des 
gaz, c'est-à-dire les coefficients de conductibilité thermique, de vis- 
cosité et de diffusion. 
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L'irréversibilité des processus cinétiques conduit à la croissance 
de l’entropie du système et l'équation cinétique permet de démon- 
trer la loi de la croissance de l’entropie des gaz (théorème H de Boltz- 
mann). La densité de l’entropie du gaz s (x, t) est alors donnée, en 
vertu de l'équation de Boltzmann, d’une manière combinatoire, 
à savoir: 


s(x, t)— | dpf(x, p,t)Inf(x, pt). (1.1.5) 

En vertu de cette définition et de l’équation cinétique (1.1.3) on a 
À +divs= 

= 7 [an [ap [div o(ee—e) (jf), 


s(æ,1)=— | prf(x, p,t)inf(x, p, 1), 


d’où L | dÿxrs (x, t) > 0. Le signe d'égalité correspond à l'état 
d'équilibre statistique pour lequel la fonction de distribution est 
donnée par la formule (1.1.2). 

Comme l'équation cinétique ne contient que la dérivée première 
de la fonction de distribution par rapport au temps, on peut, pour 
cette équation, poser le problème de Cauchy, à savoir: déduire la 
fonction de distribution des particules, f (x, p, t) pour t 0 à par- 
tir de la distribution initiale f (x, p, 0). Ce problème a une solution 
unique [62], mais vu la structure spécifique de l'intégrale des colli- 
sions f (7, p, {) ne sera positive que pour # >> 0, c’est-à-dire à tous 
les instants postérieurs au moment initial. Pour ce qui est des ins- 
tants précédant l'instant initial, la solution de l'équation ciné- 
tique peut ne pas être positive. C’est pourquoi la solution de l’équa- 
tion cinétique pour t << 0 n’a en général pas de sens physique. Ainsi, 
dans l’équation cinétique de Boltzmann les deux directions du temps 
ne sont pas équivalentes. Ceci se trouve en accord avec le fait que 
l'équation cinétique est appelée à décrire des processus irréversibles. 

La méthode utilisée par Boltzmann pour démontrer l’équation 
cinétique portait, en un certain sens, un caractère semi-intuitif ; 
en particulier, la démonstration supposait que, de toute évidence, 
l'état d’un gaz ne peut être décrit que par une fonction de distribu- 
tion à une particule, c’est-à-dire qu'on supposait négligeables les 
effets liés à la corrélation des particules. Ce qui est important, c'est 
que la méthode de Boltzmann ne peut pas, en principe, tenir compte 
de ces effets. Cependant il est très important d'en tenir compte, car 
il y a lieu de les estimer pour établir le critère d'applicabilité de 
l'équation cinétique, la théorie cinétique doit donner une réponse 
à cette question. De plus, l’étude des corrélations entre les particules 
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présente, par elle-même, un grand intérêt physique car elle permet 
d'étudier les processus cinétiques dans les gaz réels. 

Ainsi apparaît le problème important de la déduction rigoureuse 
de l'équation cinétique et de la recherche des termes correctifs 
pour les gaz réels. Ce problème a été résolu par Bogolioubov qui 
a montré que l’équation cinétique de Boltzmann, tout comme les 
termes correctifs correspondants, peut être obtenue à partir des lois 
fondamentales de la mécanique et d’un certain principe général, dit 
principe d'’affaiblissement des corrélations [20]. 

L'importance de la méthode élaborée par Bogolioubov est en ce 
qu'elle permet également d'étudier les processus cinétiques qui ne 
peuvent être décrits à l’aide de l’équation cinétique de Boltzmann. 

Nous allons passer maintenant à l'exposé des méthodes permettant 
d’obtenir l'équation cinétique de Boltzmann et les autres équations 
cinétiques dans le cas des systèmes classiques. 

1.1.2. Densité de probabilité des points de phase. Considérons 
l’espace des phases, formé par les coordonnées et les impulsions de 
toutes les particules du système physique étudié et introduisons dans 
cet espace la densité de probabilité % (x, . .., zu; {) des points 
de phase, où x, désigne le rayon vecteur x, et l’impulsion p, de la 
lième particule. Cette fonction signifie que la grandeur 


du EE D (z1, y TN) t) dr: .. dt y (1.1.6) 


donne la probabilité que, à l’instant f, les coordonnées et les impul- 
sions des particules se trouvent dans les intervalles dx, = d°x, d‘p;, 
te = dre ps, . .. 

Rappelons que la notion de probabilité suppose l'introduction 
d'un ensemble de systèmes identiques, dont le nombre relatif avec 
des valeurs données des caractéristiques dynamiques détermine la 
fonction Z. Le système étant formé par des particules identiques, 
la fonction de répartition est symétrique par rapport à ses argu- 
ments et il est tout naturel d'introduire la normalisation suivante: 


FT | Ati sss di Des si, ANS D =. 


Cette normalisation conduit à une relation simple entre les formules 
quantique et classique. 

Il y a lieu de souligner que la description du système à l’aide de 
la fonction Ÿ est en fait complète, c’est-à-dire que c’est la plus dé- 
taillée des descriptions microscopiques d’un système formé par un 
grand nombre de particules. 

En plus de la densité de probabilité Z, on peut introduire la pro- 
babilité pour une ou plusieurs particules de se trouver dans des élé- 
ments donnés de l'espace des phases, indépendamment de la position 
des autres particules dans cet espace. Ces probabilités peuvent être 
obtenues par intégration de la fonction Z sur toutes les variables, 
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à l’exception de celles qui correspondent aux particules données. 
On obtient ainsi une fonction de distribution à une, deux et dans 
le cas général s particules. Ainsi la fonction de distribution à une 
particule f, (x, t) est donnée par l'intégrale 


1 
ho D = GT | dr, -.. dix (ri... zr;it), 
et la fonction de distribution à s particules par l'intégrale 
1 : 
(Diese ds = 75 ( des - dr D (rs, ..., tx 3 t). (1.1.7) 


Ces fonctions sont des fonctions symétriques de leurs arguments. 
Les fonctions de distribution à particules multiples sont liées par 
les relations 


(V —s) Îs (Zi, cs) Ls; L) — | dTs+ifs+i (Zi, 1 Ts+is l) (1.1.8) 


et satisfont aux conditions de normalisation suivantes 


N 
| dz, ee defaut = (1.1.9) 


Nous allons supposer que les fonctions de distribution à particu- 
les multiples restent finies lorsque le nombre de particules et le 
volume augmentent indéfiniment, si toutefois le rapport du nombre 
de particules au volume du système reste constant. 

La formule (1.1.8) montre que les fonctions d'ordre plus élevé 
portent toute l'information contenue dans les fonctions de distri- 
bution d'ordre inférieur. Ceci conduit à ce que, lorsque le nombre s 
augmente, les fonctions f, deviennent de plus en plus compliquées. 
Cependant si la distance entre des particules ou des groupes de par- 
ticules augmente, les fonctions à particules multiples sont notable- 
ment plus simples. Ceci est lié à ce qu'alors la corrélation entre les 
groupes de particules devient plus faible et la fonction de distribu- 
tion à particules multiples se transforme en un produit de fonctions 
de distribution de chaque groupe de particules. Prenons, par exem- 
ple, parmi s particules deux groupes contenant respectivement s’ 
et s” particules et supposons que la distance À entre ces groupes aug- 
mente indéfiniment. On a alors 


Îa (Ti y Les t)—— f(x, De, L) far (Tir) ..) Ze, L), (1.1.10) 


où s — s’ +s”, l’apostrophe désignant les coordonnées et les impul- 
sions du premier groupe de particules, et la double apostrophe les 
grandeurs analogues pour le second groupe de particules. 

Cette relation exprime le principe de l'affaiblissement spatial des 
corrélations lorsque les particules s’éloignent les unes des autres et 
constitue le postulat essentiel de la mécanique statistique. Il y a lieu 
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de souligner que le principe formulé ci-dessus de l’affaiblissement 
spatial des corrélations concerne les fonctions de distribution à par- 
ticules multiples, pour lesquelles se trouve vérifié le passage à la 
limite thermodynamique Ÿ° — oo, N/Ÿ° = const. 

En vertu du principe d’affaiblissement des corrélations si les 
particules sont divisées en trois ou plus groupes, entre lesquels la 
distance augmente indéfiniment, la fonction de distribution à parti- 
cules multiples correspondante s'écrit comme le produit de trois ou 
plus fonctions à particules multiples d’un nombre moindre d'’argu- 
ments. 

I] y a lieu de remarquer que la formule (1.1.8) se trouve être en 
accord avec le principe d’affaiblissement spatial des corrélations, 


compte tenu du fait que la fonction f, (21, . .., x,, t) a une limite 
pour Ÿ —+ oo. 
Introduisons les fonctions gs, (zx, . . ., ze, €), s = 2, 3, ..., 


données par les égalités 


fe (fus Los À) = fa ns À) fa (os À) + Lo (frs To ), 
fa (fu Los Las À) = fi (eus 0) fa (os t) 1 (ess À) + 
+ fa (as À) Lo (Mer Tor 1) + fi (Ge À) Lo (ns Zss À) + 
+ f1 (ss t) Le (las Los t) + 8s (fus Ze Tu ft),  (1.1.11) 


en vertu du principe d'’affaiblissement des corrélations, ces fonc- 
tions s’annulent lorsque la distance entre deux particules quelcon- 
ques devient très grande 


Es (Lys es Test) — 0, (1.1.12) 
Ro 
où À est la distance entre les groupes de particules s'éloignant l’un 
de l’autre. Les fonctions £g, sont appelées fonctions de corrélation. 
1.1.3. Equations pour les fonctions de distribution à particules 
multiples. Nous allons maintenant obtenir les équations auxquelles 
satisfont les fonctions de distribution à particules multiples suppo- 
sant pour plus de simplicité le système conservatif. Nous allons, 
à cet effet, trouver la solution formelle de l’équation de Hamilton. 
Les valeurs des coordonnées et des impulsions de la l-ième particule 
à l'instant £ sont, de toute évidence, données par les valeurs des 
coordonnées et des impulsions de toutes les particules à l’instant 
initial zo = (21 (0), . . ., za (0)) 


ZI = Xi to) = (Xi (6 To), Pi (t, To)). (1.1.13) 
Les fonctions X, satisfont aux équations de Hamilton [43] 


X1= 0 (XYOP1, Pa = — 0H (XVOX1, 
2—0393 
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qui peuvent s’écrire sous la forme 
Xi={X1  (X)}x, (1.114) 


où re crochets de Poisson {A (X )}, B(X)}x sont donnés par la for- 
mule 
_ 4 / 04 6ôB GA 0B 
AO, BG À (Siren apr au) (4145) 
ISISN 
(# (X) est le hamiltonien du système, donné en fonction des varia- 


bles ZX). 
Le passage des grandeurs x, aux grandeurs À étant compte tenu 


de (1.1.13) une transformation canonique et vu que & (x) — 
=  (X (t, zo)) (le système étant conservatif), en vertu de l’inva- 
riance des crochets de Poisson par rapport à la transformation cano- 


nique, on a 
{X L 4 (X)}x us {Xi (£, To); 14 (Zo)}xes 


par conséquent, l’équation (1.1.14) peut s’écrire comme suit 
X1(, x) = {Xi (£, x), dE (x)}> 


où l'indice O0 de la grandeur zx, a, pour plus de simplicité, été omis. 
Comme toutes les opérations de dérivation dans ces équations sont 
réalisées par rapport aux variables z, la solution formelle de ces 
équations s'écrit : 

Xi, 2)= SM (tm, SM (t)=explitAM],  (1.1.16) 
où AN) représente l'opérateur des crochets de Poisson 


(NL _; 7000 00 
Aa D (Se ge), (44147) 
1<ISN 


qui est l'opérateur auto-adjoint dans l’espace des phases z.. 
Notons qu’une formule, analogue à (1.1.16), est vraie pour toute 
fonction des variables zx: 
F (Xi, zx), ..., Xs(t, 2) = SN (HF (x, -..,x,). (1.1.18) 
Si, à l'instant initial, le système se trouvait au point zo = 
= (zx (0), ..., zN (0)) de l’espace des phases, à l'instant f la fonc- 


tion % (x, ..., TN: t) sera de toute évidence 
D'Aa-2n3 = N [] ô(zi,—X1(, x), 
1SISN 


où la somme est prise sur toutes les permutations des indices ëz. 
Par contre, si les conditions initiales sont distribuées avec la densité 
de probabilité Z (x, (0), . .., x, (0); 0), la densité de probabilité 
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S (x, -.., zu; t) sera égale à 
COR CPR à 


= | dr (0) -.. dax (0) (&1(0), -... 2x (0): 0). (11.19) 
> tite 0) 


Pour un système conservatif on a X (£, X (—#, x')) = x’; c'est 
pourquoi la formule (1.1.19), après le changement de variables 
Zo—> X (—t, x’), s'écrira comme suit 


1 (ti, se. TN; t) = 
1 , , ; ’ L 
=y7 | di... dant (Xi(—t, 2), Xn(—t 2°); 0) x 


X >» ll Ô(a,—x)=Z (X 1 (—6, x), .…. Xx(—t, Z) ; 0), 
1SISN 
ou, en accord avec (1.1.18), sous la forme: 
L (tn cs Tu ) = SN (8) LS (xs, . . …, zns 0). (1.1.20) 
Nous avons tenu compte de la symétrie des fonctions Z (x,, ... 
.., Zn; 0) et utilisé le théorème de Liouville 
dx; (0) ee dzx (0) — dx, .….e dix. 
En dérivant l'expression (1.1.20) par rapport à ? et utilisant la 
définition (1.1.17) de l'opérateur AN), on obtient 
+3 (x, ..., ns t)= {A (ts, -.., Zn), À (tx, <.., Tnuit)} (1.1.2) 


Nous allons supposer qu'entre les particules n’agissent que des 
forces binaires, décrites par le potentiel Vas ..., 25) = Vis Si 
de plus, on suppose la présence d’un certain champ extérieur constant 
U (x), le hamiltonien du système s’écrira 


H= D Het D Vis S(e)=2e+U(x). (14.22) 


ISIN 1SI<IEN 


En substituant cette expression dans l’équation (1.1.21) et en tenant 
compte de la définition des fonctions de distribution à particules 
Ride on obtient: 


de _ > | den {@ (1), Z}+ 


1LISSs 


+ D | étn.(ér (a), 9}+ 


s+I<ISN 


20 ÉQUATIONS CINETIQUES POUR LES SYSTÈMES CLASSIQUES [CH. 1 


1 
+51 D. | dns (Vi, LZ}+ 


1Li<j<Ss 
1 
+: >. | dTa-s (Vi, 5, Z}+ 
1ISSs 
S+IiSISN 
| d ée 
+51 > | Tn=s (Vi, &} 


s+ISi<iSN 
où dty-s—= dt; -.. dz,. Vu que 


| du {A (x), 2} = | dz;dz;{Vi.;, #}=0, 


le second et le cinquième termes dans cette formule s'annulent *). 
De plus 


ECI > | Atx-s (A (x), L}+ 


1<i<Ss 


+71 > | drn-s {Vi js z}= 


1Li<i<s 


= { > A (x) + > Vi fe). 


1Si<s 1iLi<i<s 


Enfin, tenant compte du fait que la fonction D est symétrique, on a 


PE » | dt vs Vi, 5, Z}= | dr { D Vis fon}. 


TEEN re 
Donc 
Ô 8 cr \s 
Lt, 134 dm D Vus fou}, SN, (141.23) 


1<i<s 
où #% est le hamiltonien d’un ensemble de s particules: 


HV D Het D Vin He (2)= HU (nm). 
1SISS 1L<i<I<Ss 


On voit que l’équation pour la fonction de distribution à s par- 
ticules contient la fonction de distribution à s + {1 particules. En 
d’autres termes, nous avons obtenu une chaîne infinie d'équations 
pour les fonctions de distribution à un grand nombre de particules. 


*) La première de ces intégrales est nulle par suite de l’affaiblissement des 
corrélations pour des grandes distances entre les particules et du fait que l’on 
suppose le système homogène à l'infini. 
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Cette chaîne est dite chaîne d'équations de Bogolioubor-Born-Green- 
Yvon-Kirkwood. La solution de ces équations doit appartenir à la 
classe de fonctions qui satisfont au principe d’affaiblissement des 
corrélations (on suppose le passage à la limite thermodynamique 
Y—+ © effectué). 

Le premier terme dans (1.1.23) donne la variation de la fonction 
de distribution d’un ensemble de s particules pour le cas où on néglige 
l'influence des autres particules, et le second terme tient compte de 
cette influence. 


$ 1.2. Equations intégrales pour les fonctions 
de distribution à particules multiples 


1.2.1. Equations intégrales pour les fonctions de distribution 
à l’étape cinétique de l’évolution. Dans le paragraphe précédent 
nous avons obtenu une chaîne infinie d'équations pour les fonctions 
de distribution à particules multiples, chaîne qui par elle-même 
est l'équivalent de l’équation de Liouville dans le cas limite 7° — oo. 
La description de l’état du système se simplifie notablement dans 
les deux cas limites suivants: lorsque l’interaction entre les parti- 
cules du système est faible, ou bien lorsque la densité des particules 
est faible et l'interaction est quelconque sans donner lieu toutefois 
à la formation d'états liés. Cette simplification est liée au caractère 
différent de la dépendance temporelle des fonctions de distribution 
à une et à un grand nombre de particules. C’est justement à l’étape 
initiale de l’évolution, lorsque le temps f est petit par rapport à un 
certain temps caractéristique de chaotisation *,, les fonctions de dis- 
tribution à particules multiples sont soumises à des variations très 
rapides, alors que la fonction de distribution à une particule ne varie 
pratiquement pas. Cette fonction ne varie notablement que pour des 
temps comparables au temps de relaxation 7,, qui est bien plus grand 
que To. Le temps de relaxation 7, détermine l’ordre de grandeur du 
temps pendant lequel s'établit la distribution de Maxwell, etil est d’au- 
tant plus grand que la densité des particules est petite et l’interaction 
est faible. La valeur du temps v, est de l’ordre de grandeur de l’inter- 
valle de temps entre deux collisions, c’est-à-dire du temps de libre 
parcours. Pour ce qui est du temps Ts, il ne dépend pratiquement ni 
de la densité des particules, ni de l’intensité de leur interaction et 
se trouve être de l’ordre de grandeur du temps d'une collision. 

Pour expliquer la nécessité d'introduire le temps %, nous allons 
envisager tout d’abord le cas d’un gaz parfait, c’est-à-dire un système 
de particules sans interaction. Dans ce cas la dépendance temporelle 
des fonctions de distribution à particules multiples peut directement 
étre obtenue à partir des équations (1.1.23), (1.1.20): 


a (Lis eo +) Ter €) = S@ (—t) fs (as ce +0 Tes 0), 
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où SG (t) est l'opérateur de l’évolution de s particules libres. Il 
est évident que 


P . \ 
fs (Ti, cs, LS; 1) = fs (xs, Days cs — et, Ds) 0). 


À partir du principe d’affaiblissement des corrélations (1.1.10), on 
obtient : 


he a 9 2 IL (mt pe 0)= 
1<I<Ss 


= [| S#(—1) fit, 0). (1.2.1) 


1LISS 


To est ici une grandeur de l’ordre de r./v, v la vitesse moyenne des 
particules et r. le rayon des corrélations, c'est-à-dire la distance 
à partir de laquelle les fonctions de distribution à particules multi- 
ples s’écrivent comme le produit de fonctions à une particule. Géné- 
ralement, l’ordre de grandeur de r. coïncide avec le rayon d’action 
des forces, de sorte que, comme nous l'avons déjà mentionné, % 
se trouve être la durée d’une collision. 

La formule (1.2.1) montre que dans le cas de l’homogénéité spa- 
tiale la fonction de distribution à une particule ne dépend pas du 
temps, ce qui n'est pas vrai pour les fonctions de distribution à par- 
ticules multiples (dans le cas de l’homogénéité spatiale elles dépen- 
dent des différences des coordonnées des particules) qui prennent 
rapidement, durant un intervalle de temps de l’ordre de ts, la forme 
d’un produit de fonctions de distribution à une particule. 

Soit maintenant un système à interaction arbitraire entre des par- 
ticules. Dans ce cas, anrès nn intervalle de temps grand par rapport 
à To, il n'y aura pas de factorisation du type (1.2.1) des fonctions 
de distribution à particules multiples, néanmoins leur comportement 
asymptotique pour { > t, se trouvera simplifié. Le fait est que les 
fonctions à particules multiples, à la différence des fonctions à une 
particule, varient rapidement durant un intervalle de temps de l’or- 
dre de 7t,. C’est pourquoi elles auront le temps de tenir compte de 
chaque valeur instantanée de la fonction à une particule f,, qui, 
comme nous l’avons déjà noté, ne varie notablement que durant un 
intervalle de temps de l’ordre de +, > T0. En d’autres termes, pour 
t > to, los fonctions de distribution à particules multiples devien- 
nent des fonctionnelles de la fonction de distribution à une 
particule 


Îs (Zi: cs Ls) 1),5 2 fs (T1, so. Ts fa (x, t)), (1.2.2) 


de plus, la variation dans le temps de la fonction f, (xz:, ..., ts, t) 
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n'est déterminée, pour £ > to, que par la dépendance du temps de 
la fonction de distribution à une particule. 

Ainsi, bien que la fonction f.(x:1, . .., x, t) dépende, dans le 
cas général, des valeurs initiales de toutes les fonctions de 
distribution à particules multiples fs, (2, ..., xs, 0), s' = 
= 1,2, ..., cependant, après un temps grand par rapport à t,, cette 
dépendance devient notablement plus simple et n'apparaît que dans 
la fonction f,; les fonctions f, deviennent alors des fonctionnelles 
de f,. C’est pourquoi les fonctionnelles f, (x1, . .., xs; f1 (x’, t)) 
sont universelles et ne dépendent pas du caractère des conditions 
initiales pour les fonctions à particules multiples. Cette « perte de 
mémoire » qui s'exprime à l'aide de l’expression asymptotique 
(1.2.2) est une propriété fondamentale des systèmes à un grand nom- 
bre de particules. Notons que seule est intéressante l'expression 
asymptotique dans le temps des fonctions de distribution car on ne 
connaît pas les fonctions de distribution initiales f, (x;, . . ., xs, 0). 

Nous allons maintenant, en rejetant l'étape initiale de l’évo- 
lution (pour t -£ +0), chercher la solution de la chaîne d'équations 
sous la forme f, (zx, . .., xs; f1 (x”, t)). Pour obtenir une solution 
univoque, il y a lieu, avant tout, de formuler la « condition aux 
limites » pour les fonctionnelles f, (z1, . .., x,; f (x', t)). Notons 
à cet effet que la fonction de distribution limite f, (x, . .., x,; 
f (x’, t})) doit également satisfaire au principe d’affaiblissement des 
corrélations. C’est pourquoi, en vertu de (1.2.1), on a l’expression 
asymptotique suivante 


S5” (—T) Îs (Ts, co.) Ls; f1 (z”, L)).Tà [| S5’ (— 7) fi (Zi; t), 
1<i<s 
f1(&, t) étant arbitraire, on en déduit: 


lim 56 (—T) fs, ee, Zsi S0 (T) f1(2", t)) = fi (zu t). 


1<i<s 


(1.2.3) 


ne expression se trouve être la « condition aux limites » cher- 
chée. 

Nous allons maintenant revenir à la chaîne d'équations (1.1.23), 
pour plus de simplicité nous allons supposer qu’il n’y a pas de champ 
extérieur. Pour { 5 to, la dérivée par rapport au temps d’une fonc- 
tion à particules multiples, en vertu de (1.2.2), est 


Ôfs Ofs(Zas +--s Zsi fa (z'9 ?)) Ofa (x, t) 
Fes | der ee ti NE LED (1.2.4) 
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où Ô/,/ôf, désigne une dérivée fonctionnelle. En utilisant cette for- 
mule, on peut écrire la chaîne d'équations (1.1.23) comme suit 


Ôfs (F) | 
Jége, 52e n= 
=, 1 (P}+ aus { D Vis fou (D). 


1<Li<s 


HE LL (es f(#", D), 5=2, 8, ..., (1.2.5) 


L (15 1) = {88 (x1), f (c)}+ | dtz {V (ti — 22), fa (Tir Las f)}; 
où fr t)= fr t), fs = fa (un - + Las f(x t)), SE (x) = 


— n2 
= p°/2m. 

Dans ces équations nous allons considérer les termes ne con- 
tenant pas l'interaction. En introduisant les désignations suivantes 


L (x, f)= Lo (x; f)+L (zx; f), 
Los D = (à), 1 (0}= 2 À (1.2.6) 


m 0x ? 
Las = | dus {V (mi—a), fees x f)}, 


on peut écrire (1.2.5) comme suit 


far D So (a DH, fe =, (D, (4.2.7) 


où 
(D = (an een ai fe) =, fs D} + 
+ {dus { D Vus fou (D}— dr L (ip, (4.2.8) 


1<i<Ss 


A =S (x), V®= D» V; 


.J° 
ILES 1<1<)3<s 


Remarquant de 
5e 50 (—7) f (x) = Lo (x; So (—7) f (x) 
et par oo 


fes (5 Dhesmeor= fs (S8 (—7)P, 


on à 


+ fa (SP (—7) 1 {SE 1,58 (— 7) f}= 2, (58 (— 7) f). 
(1.2.9) 
Puis, tenant compte de la définition de S() (x) (1.1.17), on trouve 


2 S6 (1) f, (SP (—0 f)= 58° (1) SE, (88 (—7) f). (12.10) 
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En intégrant la dernière équation par rapport à t, de —o à 0, 
compte tenu de la condition aux limites (1.2.3), on obtient finale- 
ment la chaîne suivante d'équations intégrales pour les fonctions de 
distribution à particules multiples [20,9]: 


fs (Zi: °e.e Ls; = 


= I] ent | drSE (x) Hs, -., 23 SW (—T)f), (12.11) 
1Ri<s 


où ', est donné par la formule (1.2.8). 

Notons que ces équations sont vraies dans le cas où dans le do- 
maine asymptotique t, > £ > To l’état du système peut être décrit 
par une fonction de distribution à une particule. Ceci est vrai pour 
les systèmes à faible interaction ou pour les systèmes de densité 
faible (on suppose que les états liés des particules sont impossibles). 

Dans le cas d’une interaction faible, la solution des équations 
(1.2.11) s'obtient par la méthode des itérations. Ayant ainsi trouvé, 
avec une certaine approximation, la fonction de distribution à deux 
particules f., on obtient, à partir de (1.2.5), l’expression suivante 
pour la fonction de distribution à une particule 


Lyr TL (s:f, 
L (z1 ; HS (Xi — 22), fa (Tir Los )}. 


Cette équation est appelée équation cinétique. 

1.2.2. Théorie des perturbations pour les systèmes à densité faible 
des particules. Les équations (1.2.11) sont commodes pour étudier 
des systèmes à faible interaction entre les particules, car dans ce 
cas on peut facilement utiliser la théorie des perturbations. Le cas 
d’un système de densité faible et interaction quelconque entre les 
particules joue un rôle important. L'utilisation directe des équations 
(1.2.11) est ici difficile, cependant ces équations peuvent prendre 
une autre forme permettant d'appliquer la théorie des perturbations 
au cas des systèmes de densité faible. 

À cet effet on écrit la chaîne des équations intégrales (1.2.11) 
comme suit 


(1.2.12) 


0 
Fate F (+ | dre (x) 27, (+7), 


—œ 


n— +0, F,(T)=f (80 (—+) f), (1.2.13} 
Æa(t)=Æ,(S0 (—T)f), FP(T)= IT S$(—7) f(x). 


1<i<s 
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En introduisant les composantes de Fourier des fonctions #,, #;°, 
#, Correspondant à la variable t 


Fs(t)= ( dzei" F, (2), 


on peut écrire (1.2.13) comme suit: 


0 
F(e)=FS(+ À dresnrin Ales, (2), 
d'où Il 
ADF (2) = AD PS0 (2) +, (2) —(n +2) (F3 (2) — F5 (2), 
où A) est le crochet opérationnel de Poisson pour le mouvement 
libre des particules. Compte tenu maintenant de ce que 
AOF O (2) = —izF O (2), 
on écrit la dernière équation sous la forme suivante: 
{A +2) +n}F, (2) =nF5 (2) +X, (2), 


où Æ, (2) est l’image de Fourier de la fonction KÆ, (tr) donnée par les 
relations 


Ka (t)= K,(S6°(—7T) f), 
K, (h= | drs+1 { D Visti fix: (P)}— 


f<i<s+1 
Ôfs (f) : 
par conséquent 


F2) = {Gi (A+) En} t{n 75 (2) + AK. (2)}. 
Remarquant ensuite que 


1 ( nm  __f ©  7r>0, 
et à n+i (AGE) {ent T<O0, 


dre AT (x) = lim S% (x) 55 (—7) Lun (x), 
T-— 00 SK 


lim 1 
n—+0 


—œ 


on obtient finalement [20, 9] 
fa (Lis ces Le; f)= fe (zu ce.) Les) 1) + 


0 
+ | dx S® (x) K, (tu ce. co: SM)(—7T)f), (1.2.5) 


$ 1.3] ÉQUATIONS CINÊÉTIQUES ET PHENOMEBENES DE TRANSFERT 27 


où 


PACE TE = lim S® (x) Sÿ(—7) IL f (x) 


et K, (zx, . .., ts; f) est donné par la formule (1.2.14). 

Ces équations sont par définition équivalentes aux équations 
(1.2.11). Cependant à la différence de ces dernières, elles sont com- 
modes à étudier les systèmes de densité faible. En effet, comme vu 
la condition de normalisation de la fonction de distribution à une 
particule f le développement suivant les puissances de la densité 
équivaut au développement fonctionnel suivant les puissances de f 
et comme le développement de f, commence par la puissance s de f 
(compte tenu des définitions (1.2.14), (1.2.12)) le développement du 
terme intégral dans (1.2.15) commence par la puissance s + { de f. 


$ 1.3. Equations cinétiques et phénomènes 
de transfert dans les gaz 


1.3.1. Equation cinétique dans le cas d’une interaction faible. 
Nous allons passer maintenant à une étude plus détaillée de la chaîne 
des équations intégrales pour les fonctions de distribution à parti- 
cules multiples. 

Dans le cas d’une interaction faible entre les particules la solution 
des équations (1.2.11) peut s’écrire comme un développement en série 
suivant les puissances de l’énergie d'interaction 


fe(D=f P+f (+ es 22. (1.3.1) 


Il lui correspond le développement de la fonctionnelle Z 


L(f=L(P+L(p+. 
LV (f= LV (x, P= 


= | de (V (m—a), HV (en 25 (439) 


En substituant ces développements dans (1.2.11), on obtient le 
système suivant d'équations de récurrence pour la définition des 


fonctions jf) : 
fn. ai = [L FC, 
0 SISS 
F0 = | des” (x) (V®, 0 (+ 
+| drst1 { D V'(ti—Xs+1), [4 ()}— 


1<S1<s 


k 
ôfto) ( ) 
= ae Les Dhs Het 2 (3 
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Généralement on peut se limiter aux termes d'ordre zéro et un. En 
vertu des formules précédentes, la fonction f'‘} s'écrit 


EM CA se.) Zs; f) = 


0 
— | dr { ÿ V (aix; + Tr), Il f(æ}. (1.3.4) 


1<i<ji<s 1<i<s 


Puis, conformément à (1.3.2) et (1.3.3), on a 


LO (m5 De | du(V (mix), (21) f (22)} 
ou 


LO (x; p = 2 (1.3.5) 


0x 0p ? 


U(z: f)= U= | dz'V (x—x") | dp'f(æ', p',t). (1.3.6) 


C'est pourquoi l'équation cinétique (1.2.12), en supposant l'in- 
teraction linéaire, s'écrit 
SR REC) DR CPR LEE À (1.3.7) 


Cette équation a un sens physique simple. La fonction U est le 
potentiel moyen agissant sur une particule donnée de la part de 
toutes les autres particules. On l’appelle donc potentiel self-consis- 
tent; quant à la grandeur —0U/ôx, c’est une force <elf-consistent. 
L'équation (1.3.7) montre que la variation de la fonction de distri- 
bution f comporte, pour cette approximation, deux termes: le 
terme v 0f/ôx lié à l’éloignement de la particule du voisinage du 
pointæ par suite du mouvement libre avec la vitesse v = p/met leter- 
me Se PL , lié à l'éloignement de la particule du voisinage du point p 
de l’espace des impulsions par suite de l’action de la force self-con- 
sistent —OU/ôx. L'’équation (1.3.7) est appelée équation cinétique 
à champ self-consistent. 

Nous allons maintenant chercher la forme de la fonctionnelle 
L® (x; f). En substituant (1.3.4) dans (1.3.2) pour m = 2, on 
obtient 


0 


L (x; f)= | dt | az; {v (Xi— 2), {v (æi—x+ 


—9œ 


+ — (Pi — P2)) , 1(m)f (&)}}. 
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Nous allons supposer que les dimensions des non-homogénéités a, 
caractéristiques du système, sont bien plus importantes que le 
rayon d'action des forces r, qui s’exercent entre les particules. 
Dans ce cas les gradients de la fonction de distribution à une parti- 
cule 0f/ôx peuvent être supposés petits. Pour cette raison on peut 
développer la fonction f(x.) figurant dans L(® (x,; f) en série 
suivant les _puissances de x, — x, au voisinage du point æ;. L’ appro- 
ximation zéro par rapport aux gradients de f donne alors l'expression 
suivante pour L® (x, ; f) [ [20T: 


LE (a Î= 75 À (ar 1), 
Titi D=C | dpi] pi pif (pi — 72) On — 


(pi php por) (LED ÿ (2) HE ÿ(2)) 


OP1k OPeh mir? 


(1.3.8) 


C=— EL: da, V,=— | dixV (x)e-isx. 
0 


La fonctionnelle L(® est appelée intégrale des collisions. On voit 
que dans le cas d’une interaction faible l'intégrale des collisions 
devient la divergence dans l’espace des impulsions par rapport 
à un certain vecteur 7, que l’on peut appeler courant des particules 
dans l’espace des impulsions. 

L’équation cinétique (1.2.12), compte tenu des termes quadrati- 
ques par rapport à l'interaction, s’écrit donc comme suit 


_6f p Ôf OÙ of LHF3 (1.3.9 


ôt m OX 0x ôp "dpt è 


Cette équation est appelée équation intégrale de Fokker-P lanck. 

1.3.2. Equation cinétique pour le cas des densités faibles. Dans 
le paragraphe précédent nous avons obtenu l’équation cinétique 
pour le cas d’une interaction faible entre les particules. Nous allons 
déduire l'équation cinétique pour un gaz de densité faible, l’interac- 
tion n'étant pas, dans ce cas, obligatoirement faible (nous allons 
seulement supposer que l'interaction entre les particules n’entraîne 
pas l’apparition d'états liés). 

Pour équations initiales, on prend les équations (1.2.15). Nous 
allons chercher les fonctions de distribution à particules multiples 
sous la forme d'une série fonctionnelle, suivant les puissances de la 
fonction de distribution à une particule, car ce développement est 
en fait le développement suivant Tes puissances de la densité des 
particules 


fa(P=f" (Ph+ft"(h+..., 522 
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(comme nous l’avons déjà remarqué au paragraphe 1.2.2, le déve- 
loppement de f, (f) commence par un terme d'ordre s par rapport 
à la densité des particules). Le développement suivant de la fonc- 
tionnelle ZL (x; f) 


L(z; f)=L® (x; f}+L® (az p+..…., 


1.3.10 
L (2; = | de" {V (21), JE (2 2°: j) ui 


correspond à ce développement. L’équation cinétique pour la fonc- 
tion de distribution à une particule f s’écrit en vertu de (1.2.12) 


RS ECS TO SR (1.3.11) 


ot m 0x 
A partir des équations (1.2.15), on a: 


fe (Ti, Ze; Î) =}, (is --., Ts; f) = 
= Jim S®(—+) S% (x) [| f(x).  (1.3.12) 
t-00 1<i<s 
Pour trouver L(® (x; f) il faut connaître la fonction f‘? (f) qui, 


conformément à (1.3.12), s'écrit: 


FE (aus des f)= lim (SP (—r)as + r8 0 (0 PE, S(—7) pi) x 


X (SP (—r)me+ TS (—r) Eee, SP (— 7) m2). 

Vu l'existence des limites 
dim SP (—T) Di Si(ss 22)s 

lim (S®(—2) a+75® (—7) 21) = Xi(z1, 2), i=1,2, 
on peut écrire f) (f) comme suit 

(au 225 = (An 1) (Ka Pa) 
d’où en vertu de ({.3.10) on a 

LP (a; f)= | de {V (ai), F(Xr 91) (Ka P2)} 


Supposons maintenant que le rayon d'action des forces r, est 
petit par rapport aux dimensions caractéristiques de l'hétérogénéité 
a, ro Ka, c'est-à-dire par rapport aux distances pour lesquelles la 
fonction de distribution à une particule f (x) varie notablement. 
Comme | Xi—æ; | = ro (i = 1, 2), en approximation zéro par 
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rapport au gradient, on peut écrire L(® sous la forme: 
L® (z15 f)= 
= | dx'ô(x' —x:) | dre {V (ai—22), f(x, Di)f(x', Pol se 
(1.3.13) 


Les variables x,, p,, x, p. devenant les variables X,, 3; 
X:, Sd, lors du mouvement réel d’un système de deux particules 
avec le hamiltonien &#® = p{/2m + p5/2m + V (x, — +.), ces deux 
groupes de variables sont liés entre eux par une transformation 
canonique. Exprimé en fonction des variables %,, S,, le hamilto- 
nien 2 s'écrit 


BH = PÉ/2m + P5/2m, 
car 2 = S2 (—7r) 2 et lim S2 (x) V (x, — ze) = 0. C'est 
t—> © 


pourquoi, compte tenu de l’invariance des crochets de Poisson par 
rapport à la transformation canonique, on a 


(EE, f(x", Pi) fs", Pobhr, x, = 

= {SH f(e", Pi) f(e", Pr)}xs x, =0 
et par conséquent 
{V (æi—20), f(x, Piaf (x, Por x = 


= Pi f(x", Pi)f(x", Pa). 

Calculons maintenant l'intégrale sur x, du crochet de Poisson 
figurant dans l'expression de L(® (x,; f). Cette intégration s’effec- 
tue en fait sur la différence ze — æ1, Car la translation étant inva- 
riante y (ty, Lo), Po (T1) Ze) dépendent de la différence æ, — x. 
On passe donc, dans l’intégrale sur æ, aux coordonnées cylindriques 
ë, b, o dont l’origine se trouve au’ point x, et l’axe E est dirigé le long 
du vecteur pe — Pi: 


f Pate), f(x, M) f(&", P}= 
21 co oo 

= { de | ax | delPs— Pal, (13.14) 
0 0 —0 


ft, M)f(x", P)= 


2x 00 
= ( dy | dbb La=Pal{(a, 9) f(x", PET. 
[ 0 
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Par définition %, (ty, Ze), Po (T1, T2) Sont les impulsions des deux 
particules à l’instant + — —c. Ces particules à l'instant + = 0 
se trouvaient aux points z;, æ+, leurs impulsions étaient respective- 
ment p;,, p.. Il est évident que si Ë = (x: — 2) (po — p1/IPps —pl> 
> 0, la collision des particules a eu lieu pour t << 0, au contraire, 
si & << 0, elle a eu lieu pour t > 0. On a donc 


P; (Zi, Lo) fsmo = DH (D: Pa) b), Di (z:, Lo) [= 00 = Pi (1.3.15) 


où p., p, sont les impulsions des particules à l'infini (si les impulsions 
initiales sont p, et p, et le paramètre de visée égal à b). Par consé- 
quent, en substituant (1.3.15) dans (1.3.14), on obtient 


2x CO 
LP (a; h= | dre (de ( ab es Pal{;(es, pi) far, P9— 
0 


o 


: 0 
— f (1, P1)f(%1, Mo}.  (1-3.16) 


Si la collision est caractérisée par l’angle 8 (8 étant angle entre 
P; — P. et P1 — P2), bd se trouve être une fonction de |p, — p; | 
et de 6. La grandeur 
db 


GO, vi) = 


sera alors la section différentielle de dispersion. On peut donc écrire 
l'équation (1.3.11) sous la forme 


— | BPo | dOfr,—v,[o(8, v—v){f(æs, Di) f(x, Pi) — 


— fai, pif, P)}=L° (mm; f). (13.17) 


Nous avons obtenu l'équation cinétique de Boltzmann, équation 
qui, en vertu de la démonstration précédente, est vraie pour des den- 
sités assez faibles des particules, lorsque W/7°  r;°, quant à l’in- 
tensité de l'interaction, elle peut être arbitraire, pourvu qu’elle 
n’entraîne pas l'apparition d'états liés. De plus, il faut que l'hété- 
rogénéité spatiale de la distribution des particules soit suffisamment 
faible *). 

Lorsque nous avons trouvé l'équation cinétique (1.3.17), nous 
avons supposé qu'aucune force extérieure n’agit sur la particule. En 
présence de ces forces le hamiltonien du système doit contenir l’éner- 
gie potentielle correspondante. Si de plus les forces sont suffisam- 
ment faibles et varient lentement dans l’espace, elles n’auront aucune 


*) Dans [63] on peut trouver une étude des corrections à l'intégrale des 
collisions de Boltzmann. 
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influence sur le processus de collision et leur action ne sera que ciné- 
matique, c’est-à-dire que dans le premier membre de (1.3.17), on 
voit apparaître, comme on peut le voir à partir de (1.1.23), le terme 
F ôf/dp, où F' est la force extérieure agissant sur la particule 


of of = Of _r(2),.. 
vtr =L (zx; f). (1.3.18) 


1.3.3. Théorie des phénomènes de transfert dans les gaz. La théo- 
rie des phénomènes de transfert dans les gaz est une application 
importante de l'équation cinétique de Boltzmann. Pour élucider la 
structure de cette théorie, remarquons avant tout, qu'après un 
intervalle de temps long par rapport au temps de relaxation 7—, 
(t, étant l'intervalle de temps durant lequel s'établit la distribu- 
tion de Maxwell), il devient superflu de décrire l’état du système 
à l’aide de la fonction de distribution, car lors de cette étape de l’évo- 
lution du système son état peut être décrit par les grandeurs hydro- 
dynamiques: la densité de masse p ‘” (x, t), la densité d'énergie 
e (x, t) (ou la température T (x, t)) et la densité d’'impulsion x (x, ft) 
(ou la vitesse hydrodynamique uw (x, t)). Ceci signifie que pour 
t > t, la fonction de distribution devient une fonctionnelle des 
grandeurs hydrodynamiques 

f(x, pt) fx, p: pM(x.t), e(x’, 1), n(x',t)). (1.3.19) 
Cette fonctionnelle est universelle en ce sens qu'elle ne dépend pas 
de la fonction de distribution initiale, dont la « mémoire » ne se 
trouve conservée que dans les grandeurs hydrodynamiques p ‘””, e, x. 
De plus, cette fonctionnelle dépend du temps de la même manière 
que les grandeurs hydrodynamiques. 

Ainsi, à l'étape hydrodynamique de l’évolution, la solution de 
l'équation cinétique doit être recherchée sous la forme 


= f(x, p;:p% (x, t), ex’, t), n (x, t)) (1.3.20) 


Comme pour & > 7, les fonctions de distribution à particules mul- 
tiples sont des fonctionnelles universelles de la fonction à une parti- 
cule, pour { > +, elles deviennent, en vertu de (1.2.2), des fonction- 
nelles universelles des grandeurs hydrodynamiques *). 
Remarquons que la relation (1.3.19) correspondant à l'étape 
hydrodynamique de l’évolution est analogue à la relation (1.2.2), 
correspondant à l'étape cinétique de l’évolution, avec cette seule 
différence que dans la relation (1.3.19) la fonction de distribution 
à une particule remplace la fonction de distribution à particules 
multiples, alors que, dans (1.2.2), au lieu de la fonction de distri- 


...*) Gilbert, Chapman et Enskog [119] ont trouvé la solution de l'équation 
cinétique sous la forme (1.3.20). Cette méthode a été généralisée compte tenu 
des corrections à l’équation cinétique de Boltzmann par Bogolioubov [20]. 


3—0393 
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bution à une particule, on a dans (1.3 19) les grandeurs hydrodyna- 
miques. Remarquons également que lorsque l’on trouve la solution 
de l'équation cinétique sous la forme (1.3.20), on n’a pas besoin de 
conditions aux limites supplémentaires du type (1.2.3), nécessaires 
à l'étape cinétique pour trouver la fonction de distribution à parti- 
cules multiples à partir de la chaîne d'équations (1.1.23). 

La relation (1.3.19) suppose que les intervalles de temps t, 
et les distances spatiales a, caractéristiques donnant lieu à des 
variations importantes des grandeurs hydrodynamiques sont grands 


par rapport au temps t, et à la longueur ! = +,v de libre parcours des 


particules du gaz (& étant la vitesse moyenne thermique), ceci signi- 
fie que les dérivées temporelle et spatiale de la fonction de distribu- 
tion (tout comme pour les grandeurs hydrodynamiques) sont des 
grandeurs petites. C’est pourquoi, dans ce cas, il y a lieu de chercher 
la solution de l'équation de Boltzmann sous la forme d'un dévelop- 
pement suivant les puissances du paramètre //a,,, et du point de 
vue formelle, sous la forme d'une série suivant les gradients des 
densités de masse, d'énergie et d’impulsion 


= pos. (1.3.21) 
[Il est évident que la fonctionnelle f doit satisfaire aux conditions 
px, 1) = (m}), ex, 1) = (mr°/2), 


(1.3.22) 
rx, t)=p"% (x,t)u(x, t) = (mo), 


(A (p))= | SpA (p) f(x, p; pb", e, a), v = p/m. 


Pour trouver les équations hydrodynamiques pour les grandeurs 
p %, u, T, on remarque que si une certaine grandeur # (p) concer- 
nant une molécule se conserve lors de la collision des molécules, 
c’est-à-dire si 


X (pa) + X (P:) = X (Ps) + 4 (ps) 


(P1r P2 et P;, p, étant les impulsions des particules avant et après 
la collision), il est facile de vérifier qu'on a l'identité 


fiBpr(p) LE (&; f)=0. 


C’est pourquoi, en multipliant l'équation cinétique (1.3.17) par % 
et en intégrant sur p, on obtient 


Ô 0 
gr 0 + (0%) = 0. 
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En substituant successivement % = m, p, p’/2m, on obtient 
les équations hydrodynamiques cherchées 


dptm) On! = ON; OliR de _ dri 
m4, MAR 0, SO, (13.29 


où {,, est le tenseur des tensions et g; la densité du flux d'énergie 
Ln= mt (pipn), gi=m \(pip?/2m). (1.3.24) 


Pour que les équatior:s écrites aient un ‘ers physique concret, on 
doit calculer les grandeurs t;4 et q;, et pour cela il faut connaître la 
fonction de distribution des molécules du gaz, c'est-à-dire résoudre 
l'équation cinétique de Boltzmann. A cet effet nous allons revenir 
au développement (1.3.21). En portant (1.3.21) dans l'équation 
cinétique de Boltzmann, on obtient: 


L®(z; f9)=0, (1.3.25) 
LP (a; = (LE) 4e (1.3.26) 


OL ? 


où L'®' (x; f) est l’intégrale des collisions, linéarisée par rapport 

Fe fo æ fr et (af 9/91)" la dérivée 0f°/ût calculée à l’aide 
de l'équation (1.3.23) à l’approximation linéaire par rapport aux 
gradients. (Rappelons que f'°’et ft! dépendent du tempset des coor- 
données autant que les grandeurs hydrodynamiques en dépendent.) 
Ïl est évident qu'en ordre de grandeur, on a L‘® (x; ft) = —x;" fe. 
En vertu de la condition (1.3.22), on a: 


pme (my ®, e=(mu/2%%, pu, —(mr)",  (1.3.27) 
(m)"=0, (mo2/2)°=0, (my) =0, k—1, 2, ...,(1..28) 
où 49 = | d'pA(n) f(x, p; pMm),e,n), 1=0,1,2,... 


La solution de l'équation (1.3.25), compte tenu des conditions 
(1.3.27), est donnée par la distribution locale de Maxwell 


fe pm (2nmT) exp {5 (v—u)}, (13.29) 
où p ‘”, T, u sont des fonctions des coordonnées et du temps, de 


plus la ‘température locale T (x, t) est liée à la densité d'énergie 
locale e (x, t) par la relation 


e(x, = mp (e, 1) T (x, 2) + Rp (x, t)u(x, 1). (13.30) 


(En vertu des'‘conditions (1.3. 27), ve solution de éiation (1.3. Fo 
est univoque.) 


+ 
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Connaissant f(, il est facile de calculer £;4 et g; à l’approximation 
zéro par rapport aux gradients 


Li = mt (papa) = pô + pur, (13.31) 

gi =mt{(pp#/2m)" = (e+ p)us, L 
où p =p""m" IT est la densité du gaz parfait. En utilisant ces 
formules, à partir de (1.3.23) il est facile de trouver les grandeurs 
ôp‘"?/0t, Qu/ot, 0T/0t en première approximation par rapport aux 
gradients 


( dptm) }"— op Mu; (+ \— 1, qu; 1 _0P 


ôt Ôr; ôt Oz Pi dr; 
T \(1) OT 2 ou; 
( ot ] sr 77 —37 Ôt; ‘ 


C’est pourquoi, conformément à (1.3.29), l’équation (1.3.26) peut 
s'écrire comme suit 

D (x: fn fo 107 + f mer 5 
L' (zi f )= OL FFF ci (577) + 


m Ou; 


me aL (or — + 06 
T Ôôrk UiUh 3 Ÿ ik 2 


où v, = v;, — u,. Compte tenu de la structure tensorielle du second 

membre de cette équation, la fonction f‘! doit s’écrire sous la forme 
1 

RL Ju p,. (1.3.32) 


fo LH 4 
0x; T Ôtk 


avec 
— ee dl | = es 
A;=viA(r), Ba= VUR — 7 B°6n ) B(v?) 


et À et B des fonctions scalaires de 1°, pt, T. Les fonctions À, et B;, 
satisfont aux équations 


2 — pme 5 
LP (x; A)= fon (+), 


(1.3.33) 
LP (x; Bin) = — 10m (vb, m2 ) 
i 5 Dik Ur TRE 
Ces équations déterminent la fonction B d'une manière univoque, et 
la fonction À à Cf® près, où C est une constante arbitraire donnée 
par la troisième condition (1.3.28), à savoir 


| dpy2A (5?) =0 


Remarquons que les deux premières conditions de (1.3.28) sont auto- 
matiquement vérifiées. 

Après avoir trouvé les fonctions À et B (à cet effet il n'existe que 
des méthodes numériques), on peut calculer le tenseur des tensions 
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li et la densité du flux d'énergie qg;, aux termes quadratiques en 
gradients près 


tn=tir +R +... qi +qi +... (1.3.34) 
où 4%, qg? sont donnés par les rie (1.3.31) et où de plus 
(D) FAT | PRE Oui Our 2 du; 
LR = m Ou) = — 1 (5 + —< mer): 
Qi = Eux + (Om ED = Huy — x 


Les grandeurs n et x figurant dans ces relations sont les coefficients 
de viscosité et de conductibilité thermique ; conformément à (1.3.32), 
ils sont déterminés par les intégrales suivantes 


n=Rr | dSpu*B (v°), %x = | dSpv*À (v?). 
Leurs ordres de er sont 


PU, x cpl, 
avec v = (3T/m)'/?, c, = 5/2 la chaleur spécifique du gaz à pres- 
sion constante rapportée à une molécule et / le libre parcours moyen 
d’une molécule. 

En substituant (1.3.34) dans (1.3.23), on obtient un système 
fermé d'équations hydrodynamiques, compte tenu des processus de 
dissipation. 

D'une manière analogue, on peut développer la théorie de la dif- 
fusion des gaz, mais à cet effet, il y a lieu d’ envisager un mélange 
de gaz et d'écrire, pour chacun de ses ‘constituants, l'équation ciné- 
tique correspondante. Nous n’allons pas étudier cette question ct 
nous y reviendrons au chapitre 6, où nous obtiendrons les équations 
hydrodynamiques générales non <eulement pour les gaz, mais égale- 
ment pour les liquides à plusieurs constituants *). 


n = +vp 


$ 1.4. Equations cinétiques pour les particules 
en interaction avec le milieu ambiant 


1.4.1. Equation différentielle de Fokker-Planck pour les proces- 
sus lents. Dans le cas d’une ‘interaction faible les impulsions .des 
particules, lors de chaque collision, ont de petites variations, c'est 
pourquoi chaque processus dans un système à faible interaction entre 
les particules sera lent. Dans 1.3.1 nous avons montré que, dans ce 
cas, l’intégrale des collisions est une divergence dans l’espace des 
impulsions, d’un certain vecteur appelé courant des collisions, qui 
est un opérateur intégral par rapport aux fonctions de distribution. 


*) On peut trouver dans (44, 103, 117] et [10] un exposé plus détaillé 
de la théorie cinétique des gaz. 
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La structure du courant des collisions se simplifie et l’opérateur 
intégral devient différentiel, quand on envisage non pas les colli- 
sions mutuelles des particules, mais les collisions avec certains 
objets étrangers, en particulier avec les particules, ne faisant pas 
partie du système étudié et se trouvant à l’état d'équilibre statisti- 
que. Pour nous en rendre compte considérons des variables dynami- 
ques quelconques Ë, = Ë (non obligatoirement des impulsions) 
caractérisant l’état des particules du système, qui par suite des col- 
lisions avec certains objets accusent de petites variations. L'état 
du système étant supposé connu, il y a lieu de trouver les variations 
de la fonction de distribution f (£, t) dues aux collisions. Les col- 
lisions peuvent, à cet effet, être caractérisées par une probabilité 
ne dépendant que des variables Ë; et de leurs variations AËE;. Dési- 
gnons par War (ë, AË) [[ d AË; la probabilité pour que, durant l'in- 


è 

tervalle de temps At, les variables dynamiques E&;, par suite des col- 
lisions, aient des variations se trouvant entre AË, et AË,; + d AË;. 
Les grandeurs AË, sont supposées petites par rapport à E;, et la gran- 
deur At petite par rapport à l'intervalle de temps entre deux col- 
lisions successives et grande par rapport à la durée d’une collision. 
On suppose que la probabilité w,, (ë, AË) satisfait à la condition 
de normalisation suivante 


À wvae (6, AE) [] da = 1. (1.4.1) 


En vertu du sens attribué à la probabilité was (E, AE), la fonction 
de distribution f (E, t + At), à l'instant { + At, est liée à la fonc- 
tion de distribution f (8, t) à l'instant !{, par l'équation : 


JE t4+A1)= | wn(E— AE, AD(E—AE HI dAE. (149 


Nous allons supposer que les variables dynamiques n'ont que 
de petites variations durant le processus des collisions. Pour que 
cette hypothèse soit vraie il faut supposer que la fonction war (E, AË) 
augmente rapidement pour AË —+ 0. Dans ce cas, on peut développer 
la fonction f (E — AE, t) we (E — AË, AË) en série suivant les 
puissances de AE figurant dans le premier argument et écrire (1.4.2) 
comme suit 


ne + | ab te 2) war (E. AE) + 
+— + AE —— dE; TE (/ (£, L) U’at (&, AË)) — 


u3f (n, t)war (n, AË) 
—+ AFAEAË (° on non [l dAËi, 
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où 0 L6 << 1 (nous avons ici utilisé la condition de normalisation 
(1.4.1)). En introduisant les moments de la probabilité wa, (&, AË) 


(AE, -. AEjar= (war (E, AE) AE... AE, [| dAE, 


et en supposant finies les limites 
im (Ai? . (AE; AËr). 
lim bas = À,(E), lim SrER ae — By (E) (1.4.3) 


et que pour ài, k, l quelconques 


lim EMAERAED AE _ 0 
At—0 At 


on obtient finalement l'équation suivante pour la fonction de dis- 
tribution f (E, t) = f (78, 118, 64): 


= (Ai (6) f) +5 me (Bin (E) f). (1.4.4) 


Cette équation, à la différence de l'équation cinétique intégrale 
(1.3.9), est différentielle et s'appelle équation de Fokker-Planck. 
Cette équation est vraie lorsque les variables dynamiques caracté- 
risant la particule varient lentement lors de la diffusion des parti- 
cules, quant à la diffusion par elle-même, elle a lieu sur des objets 
externes dont l’état est donné. 

Tout comme dans (1.3.8), l'intégrale des collisions L (E; f) 
a la forme d’une divergence dans l’espace des variables dynamiques 
d’un certain vecteur appelé courant des collisions 7; : 


LE; h=- TO, JADE (Ba (Ef). (14.5) 


mais le courant a la forme d'un opérateur différentiel et non d'un 
opérateur intégral, appliqué à la fonction de distribution. 

Il est facile de voir que si la probabilité wa (E, AË) a une dis- 
tribution normale de Gauss, soit 


at (E, AË) — 
. ” AË;— A;At) Bz} (AEr — AA 
= (det 8) 17 (2n A0)" exp { — ITR} (1.4.6) 


où B;, est une matrice définie positive, det B son déterminant, nr 
Je nombre de variables E;, les formules (1.4.3) sont vérifiées. De 
plus si wa, (Ë, AË) est une distribution de Gauss, non seulement 
le moment trois mais également tous les moments suivants 
(AË; AË, ... AË,)ar tendent vers zéro pour At — O0 plus rapide- 
ment que À!,c'est-à-dire que dans ce cas l’équation de Fokker-Planck 
sera vérifiée. Remarquons que l’assertion inverse est également 
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vraie, à savoir, si l'équation de Fokker-Planck a la forme (1.4.4), 
la probabilité w4, (E, AË) au voisinage de chaque point de l’espace 
E est déterminée par la distribution locale de Gauss (1.4.6) de para- 
mètres PB ;1 et À, dépendant de E *). 

1.4.2. Théorie du mouvement brownien. L'équation différenti- 
elle de Fokker-Planck peut également être obtenue d’une autre ma- 
nière à partir des équations différentielles pour les grandeurs physi- 
ques &, en présence de forces aléatoires. 

Nous allons supposer que la variation dans le temps des gran- 
deurs E; est donnée par les équations différentielles 


Es = —apËr +Yi(t; wo), Ÿilt: @)=K;+Yi(t; ©), (1.4.7) 


où a;r, À, sont des constantes, et Ÿ (1; «) les forces dites aléatoires, 
dépendant tant du temps que des paramètres aléatoires w (les gran- 
deurs aléatoires Ÿ ; dépendent du temps et sont donc également un 
processus aléatoire). Nous allons montrer comment, à partir de ces 
équations (qui sont appelées équations de Langevin) on peut trouver 
la fonction de distribution f (E, t) pour les grandeurs E. Supposons 
que pour { = 0 les grandeurs Ë soient égales à E (0); on peut alors, 
à partir des équations (1.4.7), trouver les valeurs des grandeurs 
E — Et, E (0); w) à l'instant £ pour des valeurs données des para- 
mètres aléatoires ©: 
{ 


E (4, &(0): w)=e""E (0) + | dre-et-0Ÿ (x; ©), (1.4.8) 
0 
où a = || ay || est la matrice formée par les grandeurs a;, (elle agit 


sur les vecteurs E (0) et Ÿ (t, w)). La fonction de distribution des 
grandeurs E à l’instant {, pour des valeurs données des grandeurs 
E (0) et des paramètres w, conformément aux résultats du paragraphe 
2.1.2, est une fonction delta multidimensionnelle, soit 


fi 23 E(0), ©) =8(E—E (2, E(0): uw) = [T6 (RE (8 5 (0); w)). 


Si la distrikution de la grandeur Ë& à l'instant initial a pour 
densité de probabilité f (ë (0), O0) et si les paramètres w ne sont pas 
donnés, la fonction de distribution des grandeurs & à l'instant { est 


f(E, t)= | dE (0) f(E(O), 0)(O(E—E(r, E(0); w))}, (1.4.9) 


v 


où les crochets {. . .) indiquent le moyennage sur le paramètre «w. 
En utilisant la relation @ (E) — (Zn) | da exp ligël (n étant le 


*) Dans [118], [64] on peut trouver un exposé plus détaillé de cette méthode. 
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nombre de variables E), on peut, compte tenu de (1.4.8), écrire- 
(Ô (E — E (4, E (0); w))) comme suit 


(G(E—E(E, (0); w))}=(25)" | doG (a, t)exp lig(E—e"%'# (0))] 


G(q,t)= (exp { — iq dre-ot-0Ÿ (x; &)}) ..  _(1.4.10} 
0 


En développant la fonction de distribution f (£, £) en intégrale de 
Fourier 


FE. t)= (27) | ageteëf (9, ?) (1.441) 
on trouve, en vertu de (1.4.9), 
f(g t)=G(g t)f (ea, 0), (1.4.12) 


où à est la matrice transposée de a. 

Pour trouver l’équation de Fokker-Planck, nous allons supposer 
que le processus aléatoire Ÿ’, (t; w) est un processus stationnaire de 
Gauss. Ceci signifie, qu'on a les relations 


(4 (és ’ @) sers Pisnat (lan+1 , &)) — 0, (1.4.13) 
(FE (és 3 &) sa V'isn (lan ; &)) — 
— D Lite (é: —{;) o.. Sisn-sion (Lon-1 . lon)» 


où gi,8, (1 — t2) est une fonction de la différence f, et {., la somme 
étant prise sur toutes les paires possibles des grandeurs à, {;; 
boy Los + + +3 lens ton (e nombre de combinaisons possibles est de 
toute évidence égal à (2n — 1)!! = 2nl/nl2"). Les fonctions 
Lis, (1 — te) diffèrent de zéro sur un certain intervalle #, — 4, 
à savoir |ty — te | & To où la grandeur 7T, caractérise la mémoire 
du processus aléatoire Ÿ ; (1; w). Pour plus de simplicité nous allons 
supposer que to = 0, de sorte que 
Liis(ti— to) = Ci, Ê(éi—t2), 

où C,,:, sont des constantes. En introduisant la désignation sui- 
vante 


ta 


{ { 
M (q, l)= À dt, [ dt,ge-"hg (ti — to) e aq = 
ü Û 
Î 
= | dtige-a'Ce-teg (1.414). 
0 
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(on utilise la forme matricielle), on trouve en vertu de (1.4.10), 
(1.4.13) 


00 { 
1 2 ! 19 n È Q —aTt 
Ca. = D ar rar (— 0)" M (a, t)exp {—ig | dre-«K} 
n=0 0 
ou 


[4 
G(gst)=exp { —iq Î dte-""K —+ M (q. D}. (1.445) 
0 


Il est facile de voir que G (q, t) satisfait à l'équation 
9G (g, 1 
RD + ga EI LE K QG (g, 1) = — 5 9Ca6 (9. t) 


et à la condition initiale 
G (q, 0) = 1. 
Notons qu’on a la formule 


Ôd ut — 
(eg, 0) + ga al (eg, 0) — 0. 


En vertu de (1.4.12) la fonction f (q, t) satisfait à une équation ana- 
logue à celle de G (q, t). En passant des variables q aux variables E 
on obtient donc 


af (E. : 1 of (&; 
LED + x NE LE af (ED +5 CAE), (1446) 


Notons qu'on aurait obtenu la même pour to # 0, il 
suffit que soit vérifiée l’inégalité t, € 47! où à donne l’ordre de 
grandeur des éléments matriciels a;,. La grandeur à! donne, comme 
on peut le voir à partir de (1.4.16), le temps durant lequel la fonction 
f(E. t) varie notablement. 

Nous avons ainsi obtenu l'équation de Fokker-Planck dans 
laquelle cependant les grandeurs À et B ne dépendent pas de Ë. 
{L'équation générale de Fokker-Planck correspond à l'équation de 
Langevin (1.4.7) dans laquelle les grandeurs a;; et X; dépendent 
de &;.) Nous allons maintenant exposer la théorie du mouvement 
brownien en nous basant sur cette équation. 

L'équation initiale est celle du mouvement brownien d’une par- 
ticule, à savoir 


v — —yv+H+}, x=v, (1.4.17) 


où x et v sont la coordonnée et la vitesse de la particule, X une force 
extérieure déterministe (par exemple, la force de pesanteur), Y une 
force aléatoire, et y le coefficient de frottement. Pour une particule 
brownienne sphéroïdale de rayon a et de masse m la grandeur y est 
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donnée par la formule de Stokes y — 6xan/m, où n est le coefficient 
de viscosité du milieu. 

Notons que les équations de Langevin (1.4.17) correspondent à la 
méthode semi-phénoménologique où l’action du milieu est divisée 
en deux: d'un côté, le frottement hydrodynamique décrit par le 
terme —yo et de l’autre, les chocs aléatoires se déroulant à une fré- 
quence élevée décrits par la force aléatoire Y. [1 y a lieu de procéder 
à une telle distinction car la fréquence de chocs est supérieure au 
coefficient de frottement. Il est naturel de supposer que la force }° 
décrivant les chocs aléatoires est un processus gaussien stationnaire 
(1.4.13). 

En .. de (1.4.17), les grandeurs Ë,; dans (1.4.7) désignent 
maintenant le rayon vecteur et la vitesse de la particule brow- 
nienne È = (x, vo), les éléments de la matrice a sont donc 


aux, =0. (1.418) 


oo, —_ Yôin * Axo, — — Ô;r. xx, 


Les vecteurs de la force aléatoire Ÿ’; et de la force déterministe À; 
ont maintenant pour composantes 

Ye, — Fr; Y x, = 0, K>, a K;, K>, = (. 
Enfin les grandeurs C;, sont 


Cox, = Côin. Cry = Cr = Cr, = 0. 


(La matrice C.,-, est multiple de la matrice unitaire, vu l'iso- 


tropie du milieu.) C’est pourquoi l'équation de Fokker-Planck 
(1.4.16) pour la fonction de distribution f (x, v, t) des particules 
browniennes, s'écrit _ [118] 


of 
at" to 


(wf++c2L). (4.419 


v a dv; 


Dans cette TE la grandeur K (qui était supposée constante) 
peut être une fonction lentement variable de x. 

Il est facile d’obtenir cette équation à partir de l’équation de 
Fokker-Planck généralisée (1.4.4). A cet effet il suffit de tenir 
compte de AÂx = v At, donc 


wat (æ, o; Az, Av) = 6 (Az — 0 At)wy, (x, v; Av). 


En utilisant cette formule et la définition (1.4.4) des grandeurs 
ÀA;, B;x, on obtient 


A, (£) = V;, Br, —= Box, = B 
En supposant de plus que 
Ao, (8) = Ki (x) — ui, Bor, = Côim 
on abtient l'équation (1.4.19). 


= (0. 


XITR 
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Nous allons montrer maintenant que la grandeur € est donnée 
d’une manière univoque par la température du milieu. A cet effet 
à l’état d'équilibre la distribution des particules browniennes doit 
suivre la loi de Maxwell: 


f(x, v)=Qexp{—+(+U (x))}, 


où T est la température du milieu, Q une constante donnant le nom- 
bre de particules browniennes et mK = — VU (x). En substituant 
cette expression dans (1.4.19), il est facile de voir que € = 2yT/m 
et par conséquent 


ôf ôf ôf ni jee 
rte +A-=L(x, di; f), (1.4.20) 


Re T__ôf 
L(x, +; VS (vf — a). 

Nous allons maintenant trouver la fonction G (q, t) dans le’ cas 
du mouvement brownien. En utilisant dans la transformation de 
Fourier (1.4.11) les désignations E — (æ, c), q = (k, q), on obtient, 
en vertu de (1.4.14) et (1.4.15), 


G (q, t)=exp{ —i dtq (x) KZ | dt: (c)}, (1.4.21) 
0 0 


qir)=ge + kyt (eV). 


Cette expression et les équations (1.4.11), (1.4.12) permettent de 
trouver la fonction de distribution f (x, v, t{) à un instant quelcon- 
que si l’on connaît la distribution initiale f (x, v, 0). 

Si, à l'instant initial, la distribution de particules browniennes 
était homogène dans l’espace et toutes les particules avaient la 
vitesse v,, c'est-à-dire f (x, v, O0) = nô (v — v,), où nr est la den- 
sité des particules browniennes, leur fonction de distribution à l’ins- 
tant & sera alors, en vertu de (1.4.21), (1.4.12), [118] 


_ 1/2 | m(r—e Yo) 
f(x, v, jæn (ns) exp{—— mm ) 


(on suppose que H = 0). On voit que, lorsque { augmente, la dis- 
tribution f (x, v, t) tend vers la loi de Maxwell, le temps de rela- 
xation 7, est de l’ordre de grandeur de l'inverse du coefficient de 
frottement t, — y! 

Nous allons de plus trouver le caractère des variations de la 
fonction de distribution des particules browniennes dans le cas 
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d’un espace non homogène pour t{ > —t,. Pour plus de simplicité 
t 

on pose Æ = 0. L'intégrale jé q° (x) pour t > y”! figurant dans 
0 

DRE (1.4.21) pour G (g, t) est égale à 


AE 3. 


| dtq®? (t) ——> LAPS pre (a+ æ TE ]. 


Lo Y"1 F 
Donc 


cu 0 reports (a+) = 
=Gx(g, t). (1.4.22) 


En vertu de (1.4.12), la fonction de distribution f (E, t) = f (x, v, t) 
est liée à la fonction G (E, t) par la relation 


FE, 1) = | dEG(E—E(E Bo), 1) f (Eos 0), 


G{E, 1) =(2n) | dgetéG (9, 1), EE, Eo)=e "bo. 


Puis, en vertu de (1.4.17), (1.4.18), les composantes x (t), v (t) 
du vecteur E (ft, E) = (x (t), vw (t)) satisfont aux équations 


D= —yr, x=v 
et par conséquent 
viéj=e ve, x(t)= —v'e Vie + 2x0 + Yo: 
Donc pour t > y”! on a, en vertu de (1.4.22), 
{(&, v,0) —— | rs MuGe (xx, », 1) f(xo to D = 
= fo(x, , t), (1.4.23) 


où 
Go(x, v, e)= (27) | dk digeikz+iaG, (k, Q, t). 


Remarquant que 


(2) | dge-"® = (4na)”?/?, (1.4.24) 
après des calculs simples on obtient 
Go(x, v, t) — 
_ m \3/2 -5 2 —3/2 (x—y vu) 
=(gr) 6 7 (an(s 7) 2) XP {77020} 


(1.4.25) 
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G =T/my. (24.26) 


Nous allons maintenant montrer que la fonction de distribution 
Îæ (ZT; v, t) est une certaine fonctionnelle universelle de la densité 
des particules browniennes nr (x, t) 


for, v,t)— f(x, v; n(z’,1t)). (1.4.27) 


La densité des particules browniennes nr (x, t) pour t > y" 
est donnée par la formule 


n(x, 1) — [ dv Je (x, v, 1), 
d'où en vertu de (1.4.23), (1.4.25) 
n(x, t)— | dx dof (o: Vo, 0) — je (415 (:—{) es X 


2nxT 
. | mu? (t—xo—Y' (v+t)) 
+ | dv exp {— 2T —). 
En utilisant la formule (1.4.24), on obtient finalement 
n(x, t)— 
Ta \- 
L— Lo —— 
— [ dxo d'v Î (To: lo? _. exp {— ( Ÿ | À. 
- (ans (ee) ) az (1) 
(1.4.28) 


ÏJl est facile de voir que la densité des particules n (x, t) satisfait 
à l'équation différentielle de diffusion 


Onlôt = % An, (1.4.29) 


et par conséquent % est le coefficient de diffusion des particules 
browniennes. (La formule (1.4.26) reliant le coefficient de diffu- 
sion Z et le coefficient de frottement y est dite formule d'Einstein.) 
Compte tenu de la formule (1.4.25) et en utilisant (1.4.28), on 
peut écrire l'expression (1.4.23) pour f, (x, v, t), comme suit 


v° 
m 3/2 ST U Â 
1e (x, V, t) —= (7) e n (x——, 4 7) 2 (1.4.30) 
On voit ainsi que la fonction de distrikution des particules brow- 
niennes, à l’instant t?, est déterminée par la densité des particules 
à l'instant { — - Mais en vertu de l'équation de diffusion (1.4.29), 


la grandeur n (z, t — 7)peut s'exprimer en fonction de la densité 
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des particules browniennes r (x, t) et de ses dérivées spatiales à l’ins- 
tant !: 


n (x, mi: +(-5a) nr t). 
I=0 


C'est pourquoi la fonction de distribution f, (x, v, t) est en fait 
une fonctionnelle de la densité des particules n (x’, t). 

Ainsi, on voit que, pour { > y"! la description de l’état des par- 
ticules browniennes se simplifie, à savoir pour t{ > y"! l’état des 
particules browniennes peut être caractérisé par la densité des par- 
ticules n(x, t), quant à la fonction de distribution, elle devient 
une fonctionnelle de la densité n (x’, t): 


f(x, v, t)—— f(x, v; n(x'; *)), 


tDY" 1 
f(æ, v; n(x’, t))= (1.4.31) 
(RIT S (a) n (es. 0). 


la densité des particules n (x, t) satisfait à l'équation de diffusion 
(1.4.29) et la mémoire de l’état initial f(æo, co, U) ne se trouve con- 
tenue, comme on preut le voir à partir de la formule (1.4.28), que 
dans la densité des particules n (x, t). 

La simplification apparue dans la description de l’état des par- 
ticules brownienres s'obtient à partir du schéma général exposé 
dans les paragiaphes 1.2.1., 1.3.3. du passage de la description 
microscopique con:.lète à la description cinétique et de la descrip- 
lion cinétique à la description hydrodynamique. Plus bas nous ver- 
rons que cette simplification de la description de l’état du système 
dans le temps apparaît non seulement pour les systèmes classiques, 
mais également pour les systèmes quantiques et peut être le fonde- 
ment de l'élaboration de la physique cinétique. 


Notons que la grandeur n(z — mo t) entrant dans la formule 


(1.4.31) peut être développée suivant les puissances de = : 


v 1 4 \s 
En (x——, t)= > r(--) (UV) n(x,t).  (1.4.32) 
La fonctionnelle f (x, v; n (x’, t)) s'écrira alors sous la forme 
d'un développement en série suivant les gradients de la fonction 
n (x, t). Comme. en vertu de (1.4.26), on a Zy-1= E, wy 171 
(2 étant le libre parcours moyen de la particule brownienne), ce 
développement est, en fait, le développement en série suivant les 
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puissances de //a,, où la grandeur a,, caractérise les dimensions des 
hétérogénéités. Les deux premiers termes de ce développement sont: 


f(x, vi n(x, t)=f9 +0 +. 


jo M 
po=() e Tn(x, 1), (1.4.33) 


fn — 5)" e 2? + wV) n (2, t). 


Il y a lieu de remarquer que la fonctionnelle (1.4.31) contient 
les corrections (à la distribution de Maxwell) d'ordre élevé que l’on 
veut, alors que l’équation de diffusion est une équation exacte et 
ne contient pas de termes correctifs liés aux dérivées spatiales d'ordre 
supérieur au second. 

Pour conclure ce paragraphe considérons le mouvement brow- 
nien en présence d’un champ de forces extérieur faible. Tout comme 
en l'absence de forces extérieures, la fonction de distribution 
f(æ, v, t) sera pour 1 > y”! une fonctionnelle seulement d'une 
variable hydrodynamique, à savoir de la densité des particules 
n (x, 1): 


fa, v, t)—=—— f(x, vw; n(x',t1)), 
toy”1 


« 


cette fonctionnelle satisfaisant à l'équation cinetique de Fokker- 
Planck (1.4.20). La densité des particules browniennes 


n (x, = | dvf(x, v; n(c’,t)) (1-4.34) 


satisfait en vertu de (1.4.20) à l'équation suivante 


a 
+ divi=0, j=\a Snf(x, vw; n(x',t)). 


En développant f en série suivant les puissances du gradient 
de la densité: 


f= io + fo +. 


on obtient, en vertu de (1.4.20), les équations suivantes pour ft®, ftt: 


L(æ, x; f9)=0, 
Le, 5 = (ES) to +R, (14.85) 


( ôn 29 _ | duvf®. 


S 1.4] PARTICULES EN INTERACTION AVEC LE MILIEU AMBIANT 49 


À partir de la formule (1.4.34), on obtient les conditions supplé- 
mentaires imposées à ft, ft1 


n= | dspfo, | dyfo = 0. (1.4.36) 


C'est pourquoi, à partir de l'équation (1.4.35), on trouve qu'en 
première approximation f est donné par 


fO—=n(x, t) 5)" exp = ee ] | (1.4.37) 


et par conséquent 


ôn )"=0. 


ot 


A partir de la seconde équation (1.4.35), compte tenu de (1.4.36), 
on obtient: 


fo — + 7)" exp (— ee ] v (vr— _. Kn) . (1.4.38) 


(Pour Æ — 0 les formules (1.4.37), (1.4.38) deviennent les formu- 


les (1.4.33).) Connaissant f*, il est facile de trouver la densité du 
courant 7: 


j=—9 (vrn—Kn) 


(& étant donné par la formule (1.4.26)), par conséquent l’équation 
de diffusion en présence d’un champ de forces s’écrit 


= div(ZVn—yiEn). (1.4.39) 


(Cette équation est dite équation de Smolukhovski.) Ainsi en présence 
d'un champ de forces extérieur le courant a deux composantes: le 
courant de diffusion Z Van et le courant dû au champ de forces 
y1Xn. Le courant total est de toute évidence nul si les particules 
sont réparties suivant la loi de Boltzmann. 

1.4.3. Théorie du ralentissement des neutrons. Le ralentisse- 
ment des neutrons dans les substances est un autre problème impor- 
tant où apparaît l’équation de Fokker-Planck. Si un neutron rapide 
se déplace dans une substance, par suite des collisions des neutrons 
avec les noyaux doués d'énergie thermique (on peut supposer que 
ces noyaux sont immobiles) le neutron se trouve ralenti. Lors de 
chaque collision du neutron avec le noyau, il perd en moyenne une 


? Q ? ss m * 9» e 
énergie égale à 7 0um et e sont la masse et l’énergie du neutron 


et M la masse du noyau de la substance. 
Pour décrire le processus de ralentissement il y a lieu d'introduire 
la fonction de distribution des neutrons f (x, p, t) = f, (x, t) sur 


4—-0393 
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les impulsions p et les coordonnées z et d’établir l’équation cinéti- 
que pour cette fonction. Si, pour plus de simplicité, on ne tient pas 
compte de la capture des neutrons par les noyaux de la substance, 
l'équation cinétique s'écrit comme suit [5]: 


ot 0x 


—w(p p)ô(e,—es— PPT) L(x, pif) (14.40) 


ME v ô —— | d“p {w(P, D') Ô (e,—e, + Pr) Îr e 


où &, — p°/2m, v = p/met w (p', p) Ô(e, — 8, — (p — p'}/2M)dp' 
est la probabilité rapportée à l’unité de temps de passage du neutron 
de l’état d’impulsion p à l’état d’impulsion p’ se trouvant dans l’in- 
tervalle p’, p’ + dp’ (comme lors de ce passage le noyau initiale- 
ment au repos acquiert l’impulsion p — p', dans la fonction 6 on 
voit apparaître l'énergie de report du noyau (p — p')*/2M). Le 
premier terme dans l'intégrale des collisions donne la variation 
de la fonction de distribution des neutrons due au passage des neu- 
trons de l’état p’ à l’état p par suite des collisions, et le second terme 
détermine la variation de la fonction de distribution due au passage 
des neutrons de l’état p à l’état p’ par suite également des collisions 
avec les noyaux au repos. Il est évident que la fonction w (p, p') 
donnant la probabilité est proportionnelle à la densité des noyaux. 
Notons que si l’on avait tenu compte du mouvement des noyaux 
et à cet effet introduit la fonction de distribution des noyaux 7 (%) 
sur les impulsions ®, dans l'intégrale des collisions on aurait de 


toute évidence 
w(p, P; ps PF) (fr (P)—fmF (PF), 


où w (p, Ÿ; p', S’') est la probabilité rapportée à l'unité de temps 
de transition du neutron de l’état d’impulsions p et % dans l’état 
d’impulsions p’ et ’. En posant # (®) = nô (9) dans cette inté- 
grale des collisions, on arrive de nouveau à l’intégrale des collisions 
L (x; p; f) où, vu le report du noyau, la fonction w (p, p') n'est 
pas symétrique par rapport à la permutation de p et p’. 

Notons que s’il était nécessaire de tenir compte de la capture 
des neutrons, il faudrait ajouter à ZL le terme —t:'f, où T. est la 
durée de vie du neutron par rapport à la capture (cette grandeur est 
une fonction de l'énergie du neutron). 

Nous allons envisager ici le cas d’un ralentisseur lourd, lorsque 
M 5 m. Le ralentissement sera alors lent car lors de chaque colli- 
sion du neutron avec le noyau le neutron perdra une quantité insi- 
gnifiante d'énergie. Nous allons montrer que dans ce cas le ralentis- 


Le 


sement sera décrit par une équation du type de l'équation de Fok- 
ker-Planck. 
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Si M > m, les fonctions w(p, p')et Ô(e, — e,: + (p — p'}/2M) 

peuvent être développées en série suivant les puissances de M”?: 
w(D, D')=w(p, p')+uwi(p, P)+..., 


— N'\2 à | 
ô (ere + PPT) 2 6(e,—e,) + 22) Ô (Ep — Ep) + ... 


l'intégrale des collisions s'écrit alors: 
Lx, p; N} =L9 (x, p; N +LM(, p;f) +... 
où 
Lo (æ, D; = | dp'wo (?, D”) Ô (E; — Ep) (fn — În) (1.4.41) 
L® (x, D; Î) — | d‘p'Ô (Ep + Enr) {wi (D, D’) În° — VW: (2, P) fr} + 
—p'} ’ ? ’ 

+ [ap Eu (p, P'}fn + w0(D', D) fr} 8 (En — Ep). 
L'intégrale exacte des collisions (1.4.40) satisfait de toute évidence 
à la condition | SPL (x, p; f) = 0 et l'intégrale des collisions 
LO (x, p; f) à la condition 

| dO,L® (x, p: f}=0, (1.4.42) 


où dO, est l’élément de l'angle solide du vecteur p. 
Comme |Z® | € | LS | la grandeur 


dO 2 
née d=| Et, = 


variera lentement dans le temps. Elle donne la distribution des 
neutrons suivant les énergies. 

Après un intervalle de temps long par rapport au temps v, entre 
deux collisions successives du neutron avec les noyaux f, deviendra 
une certaine fonctionnelle de nr (x, &; t): 


f(x, p, t) Ne f(x, pin(x',e;:t))=f,(x; n), 


cette fonctionnelle devant satisfaire à la relation 


dO 
j an Jr(cin)=n(x, e; t). (1.4.43) 


En intégrant l'équation cinétique (1.4.40) sur dO, et compte 
tenu de (1.4.42), on obtient une équation temporelle pour n (x, &:; 4) 


n e 0 0 
+ + div | Là me Vfr (x, n=(e Lo (x, p;f(n)). (1.4.44) 
&® 
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Supposons que les dimensions caractéristiques des hétérogénéités 
spatiales des fonctions de distribution des neutrons sont grandes 
par rapport à leur libre parcours moyen. On peut alors chercher la 
fonctionnelle f (x, p; nr (x’, e’;t)) sous la forme d’un développe- 
ment suivant les puissances de m/M et des gradients 0n/0% 


f(æ p;n)=n{(x, e;t) +f} (x; n) +. 


où f peut contenir des termes proportionnels à m/M et ôn/ôz. 
En vertu de (1.4.43), on a 


| dO,f (2x3 n)=0. (1.4.45) 
Conformément à (1.4.40), l'équation donnant ft est de la forme 
[ap (p, p'}8(6, 00) (FE —fP)+ LS (æ, pi n)= 


on \(1) ôn 
=() +05, (4.446) 
où (0n/ôt)® est la vitesse des variations de la fonction de distribu- 
tion des neutrons par les énergies, calculée à l’approximation linéaire 
par rapport aux gradients de la fonction r et du paramètre m/M. 
Compte tenu de (1.4.44), on a 


ô 1 
(5) =2% (x, pin). 
C’est pourquoi l’équation (1.4.46) prend la forme 
fép'u(p, p'}8(e,—2,)(f#—f7)= 0 no. 


D'où compte tenu de (1.4.45), on obtient: 
Dax; n)= —T(e) vôn/ôx, e—=e,, (1.4.47) 


» 


ou 
t(e)= | dp'us(p, p'}ô(e—e')(1—cosd), ee, 


et © l’angle des vecteurs p et p’. La grandeur +, (e) donne le temps 
après lequel la distribution des neutrons peut être donnée par la 
fonction de distribution sur les énergies, t. est de l’ordre de gran- 
deur de l'intervalle de temps entre deux collisions successives des 
neutrons avec les noyaux. 

Ainsi, en vertu de (1.4.44), la fonction de distribution n des neu- 
trons sur les énergies à l’approximation quadratique par rapport 
aux gradients de » et linéaire par rapport à m/M satisfait à l’équa- 
tion 

Onlôt — % (e) An = LI (&, p; n), 
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où 
TZ (e) = 1/3v°+, (e). (1.4.48) 


Comme nr n'est fonction que de l'énergie des neutrons, le premier 
terme dans la formule (1.4.41), lorsqu' on substitue f à nr, s’annule 
(il ne faut pas oublier que w; (p, p') dépend de p°, p'*, pp'), on 
obtient ainsi l'équation suivante pour L'® (x, p; n): 


Lie (æ, D; n)= 
— sr (P— D") 2 , . , to 0! 
= ( p ——5y — (Wo(?, D'}n(e)—w(p,7)n(e)}ô (e—e ). 
Remarquant que 
(n(e")—n(e)) 6 (e—e')= 2 5(e—e"), 
on a 
L(æ, p;n)=g(e) +h(e)n, 
où 
— | AD! (p—p'} p'\ô(e—c£ 
g(e)= D 2M Lo (p, D ) (e £ ), (1.4.49) 
h(e)=( &p'{wo(p, p'}+w0(p', p}6(e—e') BEPE. 
La grandeur h(e) peut de toute évidence s’écrire 
h@)= + (p {w(p, p')+w0(p", p)} LEP 6 (e—2")— 
— {ép'ô(e—e") L{(wo(r, »)}+w(p, p) PPT), 


d’où en utilisant _la formule donnant g (e) et en remarquant que 
Bp' — (2m)? Ve’ de’ dO,,, il est facile de montrer que 


h(e) = g'(e) + (2e) & (e). 
La grandeur ZL® (x, p; n) s'écrit donc comme suit 


L® (x, p; = ge {Ve (en (e)}. 


On obtient ainsi l’équation cinétique suivante pour la fonction 
de distribution des neutrons sur les énergies 


PS (e)An=—— = _.  {Veg(e)n}- (1.4.50) 
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Compte tenu de (1.4.47), (1.4.49) il est facile de trouver la rela- 
tion existant entre les ME : (e) et t. (e): 


A (e). (1.4.51) 


En introduisant la fonction nr me au lieu de v (£), soit 
v(e)=Veg(e)n(e), (1.4.52) 
l'équation (1.4.50) s’écrit 
PI (e)Av=e(e) 


De plus, si au lieu de & on introduit la nouvelle variable indépen- 
dante T: 


os D (e') 
g(e) 


T=T(E) — - de” (1.4.53) 


où &, est une constante quelconque, on obtient finalement l’équa- 
tion suivante pour la fonction v = v(x, t; t): 


+= (x) {av RL }- (1.4.54) 


La variable + entrant dans cette équation peut, en vertu de (1.4.53), 
(1.4.48), s’écrire comme suit: 


8 
T(e) — + _. Tè (e’) de”, 
#0 
ou en introduisant le libre parcours moyen des neutrons ! (£) = 
= UTe (e) 
E 
T(£) — mn | de s'Ë E ) (1.4.55) 
eo 
Lorsque le libre parcours moyen ne dépend pas de l'énergie, on a 


FE)=r sr Fln. 


L'équation (1.4.54) décrit le processus de ralentissement des neu- 
trons dans le cas d’un ralentisseur lourd. C’est, comme on peut le 
voir, une équation du type de l’équation de Fokker-Planck. 

L'équation cinétique (1.4.40) ne contient pas de terme tenant 
compte de la quantité de neutrons fournis par la source au ralentis- 
seur. Si gd°x d‘p est le nombre de neutrons émis par la source par 
seconde dans l'élément de l’espace des phases dx d°p dans le membre 
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de droite de (1.4.50) il y a lieu d’ajouter le terme qg. Dans l'équation 
(1.4.54) on voit apparaître un terme tenant compte de la présence 
des sources 


2 (DE =Av-L+s (t, &), (1.4.55) 
où 
= —jôt(e)\-1f 40, = 6me%/2 ç d0, 
S (x, x)= —Ve ( de | \ An =) 7 


Dans le cas stationnaire, lorsque S ne dépend pas de t, cette équation 
s'écrit 
Av HS (t, x) = dv/ôr. (1.4.57) 


Considérons le cas simple où, à l’origine des coordonnées, on 
a une <ource ponctuelle de neutrons émettant par seconde qg, neu- 
trons d'énergie 80: 


q = q06 (x) 8 (e — 80) (4x (2m)? e/2)-1, 


On a alors S (xt, x) = 3eqo (4x M (2m)!/° L* (e))7! 8 (x) Ô (e — eo). 
Dans ce cas la solution de l’équation (1.4.57) s'écrit 
= 2 
v= (8rxmr)"#/20 (t) exp {— — 
(on a choisi t de telle sorte que t = 0 corresponde à l'énergie &, 
du neutron quittant la source). Comme la fonction de distribution 
des neutrons n (e) est liée à v par la relation (1.4.57) on a 


n(x, e)=# Le) (8xmr (e)) "20 (e0 —e)exp {— 2) 


4x m ve 3/2 
(1.4.58) 


En intégrant cette expression sur æ on obtient la distribution éner- 
gétique des neutrons  (e): 


N (8)= 4sum (2me)"® | dan = q0 EL 6 (89 —e) 


(N (e) de est le nombre de neutrons dans l'intervalle énergéti- 
que de). 

La formule (1.4.58) montre que la probabilité pour qu’un neutron 
d'énergie e = & (t) se trouve à la distance r de la source est donnée 
par la distribution de Gauss. En vertu de (1.4.58), la distance qua- 
dratique moyenne ((x*))!/® que le neutron doit parcourir pour être 
ralenti de l’énergie e, à l'énergie e, est égale à ({(7*))1/? = (6x (e))-1/2. 
Ainsi la grandeur + donne le carré moyen du parcours de ralentisse- 
ment du neutron. Cette grandeur est appelée « âge » du neutron. 


56 EÉQUATIONS CINÉTIQUES POUR LES SYSTÈMES CLASSIQUES [CH. ! 


Nous allons nous arrêter maintenant sur la condition imposée 
pour l’application de l’approximation envisagée dite approximation 
de diffusion. Cette approximation est vraie, de toute évidence, dans 
le cas où la fonction de distribution n (x, €) varie lentement à des 
distances de l’ordre du libre parcours moyen !, durant un intervalle 
de temps de l’ordre du temps de libre parcours moyen +T.: 


Inl|vynl<1, +ten-l]|On/ôt | € 1. 


En appliquant le premier de ces critères à la solution (1.4.58), on 
obtient la condition |æx | < t/1. Cette condition signifie que l’ap- 
proximation de diffusion est applicable à de grandes distances de la 
source. En vertu de (1.4.55), cette distance ne doit pas être supé- 
rieure à M/ml.ln eç/e. Cette condition est liée à ce que, à de gran- 
des distances, la distribution de Gauss se trouve remplacée par une 
distribution exponentielle de la forme exp {—|zx |/l}. En effet, 
dans le domaine |æ | > ti”! l’expression (1.4.58) conduit à une 
densité de neutrons très faible, c’est pourquoi la densité des neutrons 
dans ce domaine sera déterminée par les neutrons qui y arriveront 
après un petit nombre de collisions, le nombre de ces neutrons étant 
proportionnel à exp {—]| x {/{}. Il est évident qu'on ne peut pas uti- 
liser l’approximation de diffusion au voisinage immédiat de la 
source, Car pour que soit vraie la description simplifiée, le neutron 
doit subir plusieurs collisions. 


$ 1.5. Mécanique statistique des systèmes 
de particules chargées 


1.5.1. Equation cinétique pour les électrons du plasma. Les 
résultats obtenus au paragraphe 1.3.1 peuvent être utilisés dans le 
cas du plasma, qui est un gaz entièrement ou partiellement ionisé, 
mais en moyenne électriquement neutre. L'’interaction électrosta- 
tique entre les particules joue un rôle essentiel dans le plasma non 
relativiste, entièrement ionisé. Cette interaction n'est cependant 
pas donnée par la loi de Coulomb ordinaire, mais par une loi de 
Coulomb tenant compte de l’effet d'écran dû à la présence des char- 
ges des deux signes. En vertu de cette loi, l’énergie potentielle de 
deux particules de charge e se trouvant à une distance r l’une de 
l’autre est égale à 


V{r)=<exp {7}, 


où rp = (T/8nne*)l/? est le rayon d’écranisation ou rayon de Debye 
(T est la température et z la densité des particules du plasma). 

Si l'énergie moyenne d'interaction entre deux particules du plas- 
ma V — e°n!/3 est petite par rapport à l'énergie cinétique, c'est- 
à-dire si en! € T, pour la description des propriétés cinétiques 
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du plasma on peut utiliser l'équation (1.3.9). Pour expliquer la 
forme concrète de cette équation, dans le cas du plasma, nous n'’al- 
lons pas tenir compte du mouvement des ions supposant, pour plus de 
simplicité, que le rôle de la composante lourde du plasma se réduit 
à la création d’un fond compensateur de charge positive. Nous n’al- 
lons donc considérer que la composante légère du plasma, à savoir 
les électrons, dont la fonction de distribution f (x, p, t) satisfait 
à l'équation (1.3.9) du champ self-consistent 


Fe] Fc) ) 
L+o TL +eE = 10 (z; f), (1.5.1) 


où E est le champ électrique agissant sur les électrons et L(2 l'inté- 
grale des collisions donnée par la formule (1.3.8). Le champ 
E (x, t)=—Vo(x,t) est self-consistent. Le potentiel ® = e”!U, 
en vertu de (1.3.6), est donné par la fonction de distribution des 
électrons 


Ag=4Axe (| dpf (x, hp, t)—n) (1.5.2) 


(le dernier terme dans l’équation de Poisson est lié à la présence 
d’un fond de charges positives). L’équation cinétique (1.5.1) en 
l’absence de l'intégrale des collisions L'® est appelée équation ciné- 
tique de Vlassov [40] 
#4, 


a TV x 


0j 

+eE nd: (1.5.3) 

Dans le cas général l'intégrale des collisions L'? est de la forme 
(1.3.8). Dans le cas de l'interaction coulombienne, V, = 4ne*/q° 
et la constante C donnant L'? diverge; cette divergence logarithmi- 
que apparaît tant à la limite supérieure qu'inférieure. La divergence 
à la limite supérieure est liée à ce que nous avons utilisé la théorie 
des perturbations qui n’est pas applicable ici, car à des distances 
petites (g grands) l’énergie potentielle d'interaction des particules 
n'est pas petite par rapport à l’énergie cinétique. Par contre, à la 
limite inférieure, c’est-à-dire lorsque les paramètres de visée sont 
grands (g petits) il faut tenir compte de l'écranisation de la charge 
conduisant à une diminution de l’énergie d’interaction des particu- 
les du plasma. Comme pour g << r5 l'interaction des particules 
n’est pas effective, la limite inférieure Qmin dans l'intégrale don- 
nant C est de l’ordre de grandeur de r5, min Æ D; quant à la 
limite supérieure Qmax, SOn ordre de grandeur est donné par la con- 
dition d'égalité des énergies cinétique et potentielle T Æ e*Qmax» 
d'OÙ {max © Ze ?. C'est pourquoi en ordre de grandeur on a C = 
% 2nme* 1n T**/e$nl/?. L'intégrale des collisions L® est appelée 
intégrale des collisions de Landau [72]. 
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1.5.2. Théorie des écrans. Dans le pAraRnpus précédent nous avons expli- 
qué comment on peut lever la divergence de l'intégrale des collisions de Landau 
à partir de l'effet d’écranisation. Nous allons maintenant donner la théorie rigou- 
reuse de cet effet [20, 13, 77], pour plus de simplicité, nous allons supposer que 
les ions sont au repos et donnent seulement un fond de charge positive unifor- 
mément répartie. Nous supposerons que l’énergie moyenne d’interaction de deux 
électrons est petite por rapport à leur énergie thermique de sorte que eniSIT < 1 
ougæ(nr?)1< 1. Nous allons partir de la chaîne d'équations intégrales (1.2.11). 
Cependant l'application directe de ces équations aux électrons du plasma conduit 
à des difficultés formelles dues à ce que les forces de Coulomb agissent à grande 
distance. Pour expliquer ces difficultés, nous allons revenir à l'équation (1.2.8) 


pour le noyau %’, (f). L'intégrale | drs41(V(æi—Ze+1), fs+1 ()} figurant dans #, 
est divergente, de toute évidence, dans le domaine des x,,, grands car V (x; = 
— Lots) = 7] Zi Zita |, et for (Ti, - - ., +1: f) en vertu du principe d’affai- 
blissement des corrélations pour æ,+, + o s'écrit 


for (Tir cos Te+1 Ds fs (ir cer Ze 7) 1 (Ze+1) 


(f (xzs+1) pour des z,}, grands ne dépend pas de z,:,). En utilisant la dernière 
relation, on peut écrire l'expression de 4’, (f) comme suit: 


A, (= | Di UV’ (æu: Ph fe (N}+{V®, fe (P} + 


LiS<Ss 


+ | dTs+] 2. V (&i—Zay1)s fa+1 (1) — fs N f iles 


? Ôfs (P) LA 
| — | dz ôf (z’) L(z ’ f}» 
O11 
Le: D={0" Ga: , feD}+ | de, (V (1e), fe U)—f (1) f (æ2)}, 
U' (ai: N— Î ds" V(æ—2") | dp'f(æ’, p'). 


Les derniers termes dans les expressions de €”, (f) et de L (f) convergent, par 
-contre, les premiers termes sont divergents, vu la divergence de l'intégrale don- 
nant U’ (zx; f). Cependant cette divergence est pan formelle et peut être 
levée en tenant compte du fond compensant de la charge positive. effet, 
grâce à ce fond dans le second membre de la chaîne d'équations différentielles 
(1.1.23) il est à introduire le terme 


—s { S | av (æ— x, fe D } s=1, 2, 
1<ies 


dû à l'interaction des électrons avec les ions à charge positive (N désignant leur 
nombre et nr — N/W° leur densité). Dans la chaîne d'équations (1.2.11) il faut 
remplacer #, (f), L (z; f) par les grandeurs 


A s()= LA, v Gi Ps fe+1 NI+ 
+| tss1 ur V(tœi— Les)» fes1 () — fs () f (zs4) uE 
fe") , 
— {ar He Le DH, fe} (4.5.4 
L(æ1; = {0 (@x5 Ps fæ)}+ | de, (V (mix) fe (N—f (a) f (&r)}, 
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où 
Dei he (ae v(a-e [À æp'it", nn |, (4.5.5 


l'intégrale entrant dans cette expression étant divergente. 

Il est facile de voir que le dernier terme dans l'expression de #, (f) est 
proportionnel au paramètre petit g et peut être considére comme une perturba- 
tion. En effet, au lieu de z æ=(x, p) on introduit les nouvelles variables indépen- 


dantes fem (8, n), 8 =z/rn, n = p/p où p est la valeur caractéristique de 
l'impulsion de l'électron, p — (2mT)2. Les fonctions à particules multiples f, 


étant pour [æ|— rp, |p|— p, de l'ordre de grandeur f,— (n/p5)s, les fonc- 
tions 


fa Ex, oc. Es: ph = (P5/n)" fs (Z19 oo) Tes f) 


seront pour | £ | — | n | — 1 de l’ordre de l'unité. Puis, en introduisant, au lieu 
de +, la nouvelle variable d'intégration + = Tp/mrp, on obtient la chaîne 
suivante d'équations intégrales pour la fonction f,: 


0 
A) dL7e+ | dES4® (x) E, (SA (—7) D, 
Ra G= | ZT Ge PF D) ae EU Le: + 
STE") 


> 4 (Si — Es+1)r Fear N —Ÿ, () FEs41)) + 


+ (e, T D 
où 


L Gus D= {(Ü Gui De FE} + | En (V (E1—Es), fa ()—7 (En) F (Es)}, 
De ñ= | e7e-E (| en 7, n—1) 


et V(E) = JE] + (les crochets de Poisson sont calculés sur les variables E, n). 


Vu la présence dans le dernier terme de <#, du facteur g on peut utiliser la 
théorie des perturbations en supposant que île crochet de Poisson {Vo, fs} 
dans (1.5.4) est une grandeur petite. Le développement des fonctions de distri- 
bution à particules multiples en série suivant les puissances de g 


fa = (N+i (P+ 


donne le développement de la fonctionnelle L (x; f) suivant les puissances de g 


Lx, P=LO (z P+LS (2 f+ …., 


où 


LS (zu: f)={U (œ Ph fæ)}+ 
+ | des {V (my), AA (an 225 N—f(z)f(&)} (1.5.6) 


Lh (x; n= | dre {V (Xi — a), ff") (Nh k=1,2, ... 
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A l’approximation zéro on a 


15° (= f(x) (1.5.7) 
1Li<S 
et par conséquent 
LOO (x; N={U (z NP), ey=- SE, (1.5.8) 


où U (z; f) est le potentiel self-consistent (1.5.5) qui tient compte de l’action du 
fond de charges positives. Il est facile de voir que l'équation cinétique obtenue 
pour cette approximation coïncide avec l'équation de Vlassov. 

Considérons ensuite la première approximation de la fonction f, Pour plus 
de simplicité nous allons nous limiter au cas homogène dans l’espace, lorsque 
LO® (x; f) = 0. Remarquons qu'en vertu de (1.5.6), (1.5.7) on a 


, St (N) Sn = 
Lee 2e: n= 


= À. | dTs+1 [v (Ti — Los), fa (Zi, Zssa5 ndL (z3)}, 


il vient donc conformément à (1.2.11), (1.5.4), 


0 
fo (f— | drSés (tx) {D (f), 
A 1 (f) nv ds [y (Gi Darr)s 1541 OU) —F50 (P) f (Zs+1) — 


—f@ (24 zou p IL 1œnl+ D (Vi), f (0 f (2) I 1 En. 
FF 


1L1<I<Ss 
r#i,) 


Cette chaîne infinie d'équations intégrales liées de la fonction f{? admet, comme 
on peut facilement le vérifier, une solution exacte de la forme 


D (f}—= : , 1.5.9 
fa (N) LD EG zÿ) JLe (4.5.9) 


où g (zy, ze) satisfait à l'équation intégrale suivante 


0 
(an 2)= Î arSgo (1) | dry {V (œ1—Zs), (1) 8 (22 zs)}+ 


+ des (V (ms @s), À (#2) 6 (en 23)}-+V (122), f (en) f(&2)} ). (1.510) 


(Comme ff = g (x,, 22), g (z1, ze) coïncide avec la fonction de corrélation binai- 
re définie par (1.1.11).) En vertu de l'équation (1.5.10) la fonction g (x,, ze) ne 
dépend que de la différence des arguments spatiaux g (z1, ze) = 8 (Æi —Z» 


Pi P2)- 
: En introduisant la désignation 


C(A1—Ty Py P:)= | dr, ({V (1— 2), f(m1)} 6 (es 23)+ 
HV (te—Zs), f (ze)} g (z1s zs)) HV (Gi — Ze), f (21) f (æe)}, 
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on peut écrire comme suit l'équation (1.5.10) 


m 


0 
g(x, Pur Pr)= | dtG(æ+T(ti—te), Pa Pa), vil, (15.11) 


Remarquant ensuite que 


Ge, pu po BD TE À ae V2) h(—2", p)— 
#2 24) _ | Br V(x—æ')h(z", p+ 


OV (x) f 9f(Pa1) Te 
(EP (P0), (1.519 


où 
hk(x, p)= | dSp'g(x, Pr P'), 


et en intégrant (1.5.11) sur p., on obtient l'équation intégrale suivante pour la 
fonction k(z, p 


0f(P1) 0 


0 
ms PEER LPU 3 nr L —— ar 
Ge, pp BE À oo | ar, [avez +oo(—2",p) 
— 0 


0 
7 | d3z’ | dSPo | dt Pa (22 + ot) (a, P1)+ 


0x 
0 
+7 | or Savtten (En (pp) Bd; (p0), (549 


— 02. Il est évident qu'après avoir trouvé h à l’aide des formu- 
Les ( (1. Fe. 40 et (4.5.12), on peut restituer la fonction g. C’est pourquoi le problème 
revient à trouver la fonction À à partir de l'équation intégrale (1.5.13). A cet 
effet en introduisant les composantes de Fourier h (x, p) et V (x) 


h, (p) | Pre eh(x, ph Vi= | dire Key (x), 
on obtient l’équation intégrale suivante pour h, (p) 


ntpD= nt | apviiteos) {SPL ne (pa — 


_éf(p on ôf (P:) 
EE he (P+ ES (PDG 1 (PD},  (1:5.16) 
où 
6, (2) = — + io =i@+ Lez, = Er, Px = D*X. 
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En vertu de (1.5.6), (1.5.9) l'intégrale des collisions LU? (x; f) peut s’écrire 
comme suit 


LO (x: D=—— | SAV, kImh, (p). (4.5.15) 


Dans le cas d’une interaction purement coulombienne, lorsque V, — 4ne2/k?, 
cette expression s'écrit 


o k 
1 - = 2 3 e e e 
LU (æ: ânet | dk KI hs (p) (4.5.6) 


Remarquons maintenant que l’équation (1.5.14) contient, en fait, non pas 
la fonction h, mais son intégrale sur les composantes de l'impulsion p, perpendi- 


culaires au vecteur %x: 


F, @= | d'p,b, Cp). 


C'est pourquoi, l'équation (1.5.14) peut s'écrire 


GE, kvy) he (p)= Ve | dpex {PA Ft (pe)+ 


+ Lu Fees png LÉ EE) j(p1)} 84 Gose), (1.547) 
où | 
e(k, w)=1—niV, Î Bpb, (@—kv,je 2) , (1.5.18) 
P:2 


FX; pa= | ap ,f(P). 


En intégrant cette équation sur p,, on obtient l'équation intégrale suivante 
pour Re (P4) : 


e Ge, ko Gno=—mVe | apas {ES Pod Fe (po) + 


eut 


+ TE Bu Fou; pod OLD Fe: prx) } x Goid.  (1.5.19) 


11 est facile de montrer, à partir de la définition de 6, (x) que le terme ne con- 
tenant pas À dans l'équation (1.5.19) est purement réel. C'est pourquoi on a 


a œ 
Im #(k, kv,)h, (P1x) = — HV, TE PL Re Î dPox 04 (xon% (Pex)» 
# 
—00 
et comme 


Im e(k, kv,) Re CA (Pas) = n7, HE Pre X 


oœ 
X dPay Re 0, (MU) Reh® (Po) 
oo 
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on obtient l'équation suivante 


h Im À 
Ree(k, ko,)Imhy (px) = my << of Se ER s s [4 PP Rx Pax/ (Pax) 


Peu — Pix 


Cette équation homogène n’a qu’une seule solution triviale, à savoir 


Ainsi la fonction À, (p,) est purement réelle. En éliminant des équations (1.5.17), 


O0 


(1.5.19) la grandeur | dPr40+ (xo1)hg (p) on obtient la relation suivante 


entre les fonctions k,et k, : 


Of (#3 Pax) 9f (P1) Of (#3 Pax) 
BP), hy (Pix) Ans = UP: D 7 
—T0e; ps) EU } Î apb (13) 2LGE Pod) 
Pen 
_ 1—e(k%, ko) y 2 Le LE Pue re ) 
ro (m1) —Tte; pu) PM, (15.2) 
Remarquant maintenant que 
Ime(k, ko,)=—nmv, AGP) 
Pix 
et compte tenu de ce que la fonction hs est réelle, on obtient à partir de (1.5.20) 
av, 2 


En substituant cette à pin dans (1.5.15), on ie L expression Eee 
pour l'intégrale des collisions, compte tenu de l’éffet d'écranisation: 


L® (x; f)= —041l/0ps, (1.5.21} 
où 


Hope apQu (ps: pe) (Re (7920 119), 


kik}| V : 
Qu (Pas Ps) | dMk6 (Ie, —kv) He 


En posant dans cette formule e — 1 (ce qui correspond à la théorie des per- 
turbations classique donnée dans 1.3.1), on tombe sur l'intégrale des collisions 
de Landau. L'expression (1.5.21) doit remplacer dans l'équation cinétique (1.5.1) 
avec le champ self-consistent l'intégrale des collisions de Landau. 

Ainsi pour tenir compte de l'écranisation, il faut remplacer les composantes 


de Fourier de l’interaction coulombienne V,, par la grandeur Ÿ, = V,/e (k, kc) 


où & (k, «) est donné par la formule (1.5.18). Comme nous le verrons dans le 
paragraphe suivant, la grandeur e (k, w) est compte tenu de dispersion spatiale 
et temporelle la constante diélectrique du plasma. 
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A la différence de l'intégrale des collisions (1.3.8), l'intégrale des collisions 
{1.5.21), comme on peut facilement s'en convaincre, n'est pas divergente dans 
le domaine des petites impulsions transmises. C’est ce qui justifie la procédure 
utilisée dans 1.3.2 pour des distances de visée importantes. Notons cependant 
que l’intégrale (1.5.21) reste divergente dans le domaine des | 4 | grands, et pour 
lever cette divergence, il faut de nouveau utiliser la procédure donnée dans le 
paragraphe 1.3.2. Cette divergence est liée à ce que la théorie des perturbations 
exposée dans le présent paragraphe n’est pas applicable dans le domaine des 
paramètres de visée petits. Comme nous l'avons montré dans le paragraphe 1.2.2, 


cette divergence n'apparaît pas lorsqu'on utilise un développement suivant les 
puissances de la densité. 


Remarquons que l'expression (1.5.21) pour l’intégrale des collisions est 
vraie non seulement pour un plasma homogène, mais aussi pour un plasma hétéro- 
gène, autant que soient suiffisamment petits les gradients de Îa fonction de 
distribution (dans notre démonstration nous avons omis, dans l'intégrale des 
collisions, les termes contenant les dérivées spatiales de la fonction de distribu- 
tion). 

Soulignons que l’équation cinétique (1.5.1) avec le champ self-consistent et 
l'intégrale des collisions généralisée (1.5.21) peut être utilisée si le paramètre 
g = (nri)"? du plasma est petit, de même que les effets de corrélation d'ordre 


élevé pour l’état initial du plasma (un tel plasma est dit calme). 


1.5.3. Equation de dispersion pour les ondes dans un plasma. La 
présence d’un champ self-consistent donne lieu à l’apparition dans 
le plasma d’ondes électromagnétiques spécifiques. Pour en rendre 
compte nous allons nous référer à l'équation de Vlassov (1.5.3) et 
supposons que la fonction de distribution f des électrons diffère 
peu de la fonction f, à l'équilibre, f = fo + ôf. Après la linéarisation 
par rapport à Ôf l’équation de Vlassov s'écrit 


96 96f dfo 
A TV or TE 5p 0 


où E est le champ électrique self-consistent. La solution formelle 
de cette équation avec la condition initiale ôf |. — 0 s'écrit 
[11, 104, 65]: 


t 
Ôf (x, p,t)= —e 2 | diE (x —(t—7T)e,t). (1.5.22) 


Connaissant 6f, on peut trouver la densité microscopique du cou- 
rant électrique 


je, D=e | Spubf (x, p,1)= 


{ 
—_ | ds À Œzr'on(x—x",t—t) E(x',t), 


avec Ou (x, t) = —& | dSpv; cle Ô(x—vt). En passant aux compo- 


santes de Fourier du champ électrique E (#, w) et de la densité 
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du courant électrique j(#, w) 


E(æ, t)= | dudikeik=-itE (k, w), j(x, t)— | dudskett=-it) (&, o), 
on trouve 

Ji (k, &) = Oi! (, &) E; (k, @), (1.5.23) 
où G;: (k, w) est le tenseur de conductibilité donné ”. la _—— 


ou(k, o)=—net | pr PE 6, (0—kv), 6,(2=+ 


T +. 


Comme nous n'avons à notre disposition que le seul vecteur k, 
il est commode de séparer dans le tenseur C:; (k, w) les composan- 
tes eu en oc! et transversale 0‘ 


k 

Ou (#, &) =" ( il }ot(k, &), 

o(k, w) = — 4 " e” (kw)? 6, (o—kv), (1.5.24) 
o'(K, ©) = — Le - | ap fe [kv]? 6: (0 — kv), ee. 


Nous allons faire appel aux équations de Maxwell-Lorentz pour 
les composantes de Fourier du champ électrique EÆE (k, w) et de 
l'induction magnétique B (k, o) 


iLkB (k, o)=—%E(k, w)+j(k, 0), 
| (1.5.25) 
[KE (k, 0)]=—B (k, o). 


En substituant l'expression (1.5.23) pour la densité du courant, 
on trouve 


kB)= —Ÿ E + (5E!+0'E!)— 


D (pu de) pd ft o)ÆIKIME)], (1.5.26) 


où E‘et E' sont les composantes longitudinale et transversale du 
champ électrique 


E'=(kE), E‘=—-{K{kEI] 


D'un autre côté les équations de Maxwell pour un milieu, écrites 
pour les composantes de Fourier, sont: 


ilKH]=— D, ilbE]=<8, (1.5.27) 


o—09393 
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avec H l'intensité du champ magnétique et D l'induction électrique. 

Pour un milieu isotrope 

B(k, ow)=u(%, o) H (k, w), D(k, w) =e (k, wo) E (k, wo), 
(1.5.28) 


où e et sont respectivement la constante diélectrique et la per- 
méabilité magnétique. En rs (1.5.26) et (1.5.27), on voit que 


e(k, w)=1 + = 6! (k, o), 
(1.5.29) 


ui (K, 4 ne (ot (4, &)—0! (k, &)). 


En utilisant la formule (1.5.24) pour o!(k, w), on peut trouver la 
constante diélectrique du plasma : 


e(k, w)=1— TE | pe (ke)-8,(w—Kv)  (1.5.30) 


ou 


e(k, w)=1— 56 | &p À lo. (kw) 5, (w—kv). 


Pour ce qui est de la perméabilité magnétique, dans le cas de 
plasma, elle est pratiquement égale à l’unité (le second terme dans 
l' expression de 7? contient en dénominateur une quantité grande, 
à savoir c*). 

Les formules (1.5.24), (1.5.30) se rapportent au cas où seule une 
composante du plasma est mobile, les électrors. Mais il est facile 
de généraliser ces formules et de prendre en considération le mouver 
ment des ions du plasma. € (k, w) — 1, de même que o! (k, &) 
et o'(k, w) seront alors représentés comme une somme de gran- 
deurs du type (1.5.24) pour différentes sortes de particules. 

Pour que le système homogène (1.5.27), avec les conditions 
(1.5.28), admette une solution non triviale, il faut, de toute évi- 
dence, que soit vérifiée l’une des conditions 


e (k, ©) = 0 (1.5.31) 
ou 
2,2 
e(k, 2) Tes 0. (1.5.32) 


Nous avons obtenu des équations reliant les pulsations © aux 
vecteurs k des ondes pouvant se propager dans le plasma. Ces équa- 
tions sont dites équations de dispersion. On voit aisément que l’équa- 
tion de dispersion (1.5.31) correspond aux oscillations électroma- 
gnétiques longitudinales du plasma, et l’équation (1.5.32) aux oscil- 
lations transversales. 
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En supposant que la fonction de distribution à l'équilibre suit 
la loi de Maxwell 


LE ame PT). 


où » est le nombre de particules, il est facile de voir que dans le 
cas limite des ondes longues, lorsque kr, € 1, e (k, w) est donné 
par la formule suivante 


(4, w)=1— À (143 (krD)2) + 


+i 5)" (Ar pb) *eXp {55 r<} , 


où w, est la fréquence de Langmuir, &@4 = (4nne*/m)'”. 
En égalant à zéro cette expression, on obtient: 


O = O9 (1 _. 3/2 (Ar p}°) = LYR (1.5.33) 
où 
À n\!/2 « 1 3 


Le fait que w soit complexe avec Im w << 0 signifie que les ondes 
transversales du plasma s'’amortissent, leur coefficient d’amortisse- 


ment étant égal à y4,et la fréquence à w;— wo (1 _e L Krb) . On 


voit que les ondes longitudinales du plasma s’amortissent, même si 
les collisions entre les particules sont négligeables. Cet amortisse- 
ment est appelé amortissement de Landau. Il est lié à l'interaction 
de résonance des particules et des ondes, où se trouve vérifiée la 
condition © = kv, ainsi qu'à ce que la fonction de distribution des 
particules décroît lorsque l'énergie augmente [75]. 

Pour les ondes transversales l'équation de dispersion (1.5.32) 
donne la relation suivante entre la fréquence w, et le vecteur d’ondek : 


oO? — + c2k2. (1.5.34) 
Dans l'équation (1.5.1) nous avons omis l'intégrale des colli- 
sions, ce qui n'est possible que si la condition wt, > 1, T, étant 


Je temps de relaxation de la fonction de distribution des particules, 
est vérifiée. 
$ 1.6. Irréversibilité des processus macroscopiques 
et hypothèse ergodique 
1.6.1. Réversibilité des mouvements mécaniques et irréversibi- 


lité des processus macroscopiques. Les équations de la mécanique 
classique sont invariantes par rapport à l’inversion du temps. Par 


5% 
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conséquent si X ({, x) est une solution des équations de Hamilton 
(tout comme dans le $ 1.1 x; = (x;, pi), Xi = (X5, Pi), X (0, x) — 
— x), À (—1, x) sera alors également une solution de ces équations, 
où 7 = (t;, —pi), X; = (X;, —;), de plus 


X(—t,7)=X(t, 2). (1.6.1) 


Cette relation montre que la trajectoire de phase correspondant au 


mouvement du système inversé dans le temps (X (—1{, x)) coïncide 
avec la trajectoire de phase du mouvement direct. (Notons que 
(1.6.1) découle de l'égalité 48 (x, p) = & (x, —p).) 

Cependant, malgré la réversibilité des mouvements mécaniques, 
les processus macroscopiques réels sont irréversibles, c’est-à-dire 
que pour eux, les deux sens du temps ne sont pas équivalents, bien 
que tous ces processus soient basés sur le mouvement des atomes 
et des molécules séparés. C'est pourquoi une contradiction semble 
exister entre la mécanique classique et la mécanique statistique. 
Mais cette contradiction n'est qu’apparente et peut être levée en 
tenant compte du fait que les systèmes macroscopiques sont formés 
par un grand nombre de particules. Pour comprendre ce qui se passe 
lorsque le nombre de particules du système augmente, nous allons 
préciser tout d’abord le caractère de la trajectoire de phase d’un sys- 
tème réalisant un mouvement fini. 

Si le mouvement mécanique est borné, alors un certain intervalle 
de temps T (xs, €), la trajectoire de phase X ({, x,) presque de tous 
les points x, se trouvera au voisinage de phase aussi petit que l’on 
veut du point initial x, avec un rayon égal à e, puis elle quittera ce 
voisinage, avec T (xs, e) — oo pour e —+ 0. (L'intervalle de temps 
T (xs, €) est appelé période du cycle de Poincaré.) À partir de ce 
théorème réciproque de Poincaré dont nous ne donnerons pas la dé- 
monstration *) on voit que le mouvement fini d'un système méca- 
nique compliqué est quasi périodique. La période du cycle de Poin- 
caré T (xs, e) dépend notablement du nombre de particules VW du 
système et augmente rapidement avec V [118]. On peut étudier la 
dépendance de T (ro, €) = T'x (xo, €) vis-à-vis de W pour N — œ 
pour certains systèmes dynamiques simples, par exemple pour des 
systèmes d’oscillateurs liés. On voit que Ty (xo, e) croît exponen- 
tiellement avec NV [81]. 

Le fait que pour Ÿ —+ co la période du cycle Ty (xo, E) tend 
vers l'infini permet d'expliquer la contradiction mentionnée entre 
la mécanique classique et la mécanique statistique. En effet, lors- 
qu’on passe à la limite thermodynamique (NW — oo, ÿ — oo, 


*) La démonstration du théorème n'est basée que sur le théorème de Liouvil- 
le de conservation du volume de phase lorsque la transformation zx —+ X (t, x 
a lieu [110], [118]. 
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N/Ÿ° = const) dans les fonctions de distribution à particules mul- 
tiples (1.1.7) et dans les équations de mouvement correspondantes 
(1.1.23), les périodes des cycles de Poincaré seront infinies. C’est 
pourquoi dans ces systèmes macroscopiques limites le théorème 
réciproque de Poincaré ne se trouve pas en contradiction avec leur 
passage à l’état d'équilibre statistique, car la durée de cette tran- 
sition est bien plus petite que TT, (xs, e), même si l’on considère 
que le nombre de particules du système est fini et pas très grand. 
Soulignons cependant qu'à la limite (V — co), les équations 
(1.1.23), pour les fonctions de distribution à particules multiples 
resteront invariantes par rapport à la transformation t—> —t. En 
considérant les fonctions de distribution à particules multiples com- 
me des fonctionnelles des fonctions de distribution à particules mul- 
tiples initiales f, (21, . . ., Ze, ©) = fe (tas - . ., Tes 5 fs (x, . .. 
., Ts, O)), on a 


(sn, Les 2 0) 
= fs (z:, nes Zs, —};; Îs’ (x:, ..., Ze, O)). (1.6.2) 


A cet effet, on peut se poser la question de savoir comment les 
équations décrivant les processus macroscopiques, par exemple les 
équations de diffusion et de conductibilité, les équations de l'hy- 
drodynamique et même l'équation cinétique de Boltzmann devien- 
nent non invariantes par rapport à l’inversion du temps. La réponse 
à cette question est la suivante: l’invariance des équations décri- 
vant les processus macroscopiques par rapport à l'inversion du 
temps apparaît dans la théorie, lorsque l’on passe de la description 
complète, à l’aide des fonctions de distribution à particules mul- 
tiples f, (z1, .- - ., zs, t) à la description approchée à l’aide des fonc- 
tionnelles fs (x, . .., 25 f (2, t))= fs (an... 25 f* (xt) 
figurant dans le paragraphe 1.2.1: 


a (Ts, ..) Lg) L: far (Z:, nes Li es 


DES (+) . (+) U 

rs FH pains (Ts) (1:63) 
où la « mémoire » de l’état initial f,: (x;, . .., x, 0), dans les 
fonctions de distribution à particules multiples f{*, ne se conserve 
que par l'intermédiaire de la fonction de distribution à une par- 
ticule 


fe t)=f (at; fie (ti, -.., ze, 0)). 


En effet ces fonctionnelles, correspondant à la description abrégée 
de l’état du système, exprimée par la fonction de distribution à une 
particule, donnent une bonne approximation des fonctions exactes 
fa (Æas + + + Ts, t) pour 1 > T0. Cependant ces fonctionnelles ne 
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conviennent pas du tout pour décrire l’état du système pour t < 
 —Tto- En effet, en supposant que les fonctionnelles fit? (x;, ... 

.. Ts jf) peuvent être utilisées pour décrire l’état du système 
pour { > To, nous avons établi une équation pour la fonction de 
distribution à une particule, équation qui dans le plus simple des 
cas est l'équation de Boltzmann. Cependant, comme nous l'avons 
déjà noté au paragraphe 1.1.1, cette équation n’est pas applicable 
pour { > —To Car dans ce cas sa solution peut même être négative. 
© D'un autre côté, il est évident que, pour t € —Tt,s, la descrip- 
tion de l’état du système se trouve simplifiée et pour le décrire, on 


40) RU ®(0) 


“To % a 


Fig. 1 


peut utiliser les fonctionnelles f$ (x, ..., z,; f(x’, t)), qui 
donnent une bonne approximation des fonctions de distribution 
à particules multiples f, (x, - « .; Ts, t), pour t € —To: 


ETES ..) Ts L: fe. (z,, .., Ze, 0))—— 


TR Zn sssstss fm: t)). (4.04 

La « mémoire » de l’état du système pour t = 0 se conserve alors 

par l’intermédiaire de la fonction de distribution à une particule 

f" (x, 1) qui est une fonctionnelle de toutes les fonctions fs: (x,, ... 
°9 Ls, : 


Dei" (ti elec, 2; 0). 


La fonction de distribution ft” (x, t), comme on peut le voir, 
satisfait également à l'équation cinétique de Boltzmann, où, cepen- 
dant, on a changé le signe devant l'intégrale des collisions. Il est 
donc naturel que les fonctionnelles f{* qui donnent une bonne appro- 
ximation des fonctions f, (x, ..., z,, t) pour { 5 Tt, ne soient 
pas utilisables pour { € —T, et inversement, les fonctionnelles f$”, 
donnant une bonne approximation des fonctions f; (Z1, - . ., Zs, t) 
pour t € —7, se trouvent être non utilisables pour 15 to. C'est ce 
qu’on peut voir sur la fig. 4 où l’on a donné une représentation sche- 
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matique de la fonction exacte f, (ft), ainsi que les fonctionnelles 
jf (% (&)), {5 (0 (9). Les parties des courbes en pointillé 
donnent les prolongements formels de ces fonctionnelles sur les 
intervalles de temps { << it, et { >> —T, où elles n'ont pas de sens 
physique. Nous dirons que les fonctions f{+) sont des fonctions de 
distribution grossières à particules multiples. 

Il ne faut pas penser que les fonctionnelles fi? (z,, . .., z,; 
f) et ff (zx, ..., z,; À?) ne sont pas liées entre elles. Au 
contraire, vu la réversibilité des mouvements mécaniques, c'est- 
à-dire vu l’invariance des mouvements mécaniques par rapport à la 
transformation { — —t, il n’est pas difficile de trouver une relation 
entre elles. En effet, à partir de (1.6.2), (1.6.3) et (1.6.4), on a: 


mme dal (it ot ser 0e 
= (z, mi fe, —ti fu (Si, ..., 2, 0))). (1.6.5). 
D'où, en posant s—1, on obtient : | 
FO t5 fee... 2e, 0) = 65 fe (mi ..., 7e, 0)), 
et par conséquent 
FPuezss F2) = G...,%3 12). (1.6.6) 
Les fonctionnelles ff*? (f) satisfont à la chaîne d’équations inté- 


grales (1.2.11), (1.2.8). En utilisant la condition aux limites 


lim S#(—t)f (2, ...,2,: S(t)f)= Î[] f(x), (4.6.1) 
T——0 1<L1SS 
il est facile de montrer que les fonctionnelles f5” (f) satisfont à la 
même chaîne d'équations intégrales que les fonctionnelles fi? (f), 
0 


à condition, toutefois, de remplacer dans l’équation (1.2.11) | dt 


par (—1) | dx: 
0 


O0 


f(n= [LG farst (a (SP (51, (16.8) 
SI 0 


où €, (f) est comme auparavant donné par la formule (1.2.8). Il 
est facile d’en conclure que, comme nous l’avons déjà mentionné, 
la fonction f” (x, t) satisfait à l'équation cinétique de Boltzmann 
où seul a changé le signe de l'intégrale des collisions. En comparant 
les équations (1.2.11), (1.6.8), il est facile d’obtenir de nouveau la 
formule (1.6.6). Notons, enfin, que pour la fonction de distribu- 
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tion exacte f,(r,, ..., x., t) les relations (1.2.3), (1.6.7) sont 
vérifiées : 
So (—7Tt) fs (x, 4 ue [L So (fu t), 


s= À, 3, 


alors que pour la fonction de distribution grossière f{*’ (f) on a seu- 
lement la relation (1.2.3), et pour la fonction de distribution gros- 
sière f$ (f), seulement la relation (1.6.7), car les fonctions 
JE) (xs, . . ., 5 f) le long de certaines directions liées à p,, . .., p, 
satisfont au principe d'affaiblissement des corrélations *). En d’au- 
tres termes, les états « vieillis » f{#) (f), lors de l’évolution à hamil- 
tonien libre, tendent vers le produit de fonctions de distribution 
à une particule dans les seuls sens du temps où ont apparu ces états 
« vieillis ». 

La contradiction apparente entre la réversibilité des mouve- 
ments mécaniques et l’irréversibilité des processus macroscopiques 
donne lieu à une série de paradoxes. Ceux-ci sont tous liés à ce que 
la fonction ft+) (f* (t)), donnant une approximation de l’état du 
système dans le futur a été utilisée pour décrire l’état du système 
dans le passé. 

À titre d'exemple, on peut citer le paradoxe de Loschmidt qui 
peut être expliqué comme suit. Considérons un certain état À, 
d’un système à l'étape cinétique de l’évolution et supposuns que 
l'entropie dans cet état soit so (à l'étape cinétique l’entropie est 
donnée par la formule (1.1.5)). Après un intervalle de temps t > 0, 
le système passera à l’état À, d’entropie s,. En vertu du théorème H 
de Boltzmann, on a s, > s,. Nous allons maintenant, à l’état À, 
inverser les directions des vitesses de toutes les particules, et dési- 


gner par À, l’état obtenu. En vertu de la formule (1.1.5), l’entropie s 
de l'état À, ne différera alors pas de l’entropie s, dans l’état À, 
S, = s. D'un autre côté, vu la réversibilité des mouvements méca- 
niques, l’état À, après un intervalle de temps t, devient l’état À, 
(nous avons tenu compte du fait qu’en vertu de la relation X (t + 
Li, zx) = X (t, X (t’,x)) et des formules (1.6.1), on a la relation 
X(t, X(t, x)) = z)et, en vertu du théorème de Boltzmann, on 
doit avoir de plus l'inégalité Se < So OÙ 8 << So, Ce qui se trouve 
en contradiction avec l'inégalité so << 51. 

Pour expliquer ce paradoxe, remarquons qu’à l’état À, corres- 
pondent les fonctions à particules multiples f(+) (x, ..., z,; 


*) Par exemple, la fonction f$? (x, z.; n ——+ j (x) / (x), et la fonc- 


tion F4 (zx, 225 1) —> f(r1) (ai), où 2j = (4 7: voir (1.3.15). 
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f® (x’, t)), et à l’état À, les fonctions de distribution à particules 


multiples (2, Les Le: f(x’, 1)), égales à fi” (xy, .. 
. Ts3 7 (x, —t)), en vertu de (1.6.5). Mais dans l'état, décrit 
par les fonctions fi” (x, ..., x,; f(x", —1)), l'entropie ne 


croît pas dans le temps, mais décroît vu que l'intégrale des colli- 
sions est de signe contraire (voir fig. 2 ; sur la figure les courbes sont 
interrompues sur l'intervalle de —7T, à t, où la notion d'entropie 
de Boltzmann ne peut être utilisée). 

On sait, que, tout système macroscopique, après un intervalle 
de temps suffisamment long (temps de relaxation 7,), passe à l’état 


Fig. 2 


d'équilibre statistique. D'un autre côté, comme nous venons de le 
voir, l’état du système pour { € —7T, est décrit par les fonctions 
fs Gt (t)) qui, pour t € —7T,, tendent vers les fonctions de dis- 
tribution, tout comme les fonctions f;'’ (f* (£)) tendent, pour 
t > T, vers les fonctions d'équilibre. C’est pourquoi l’état du sys- 
tème est essentiellement de déséquilibre durant un intervalle de 
temps fini de l’ordre de 7,. 

A cet effet, on voit apparaître la question de ladite « mort ther- 
mique » de l'Univers en entier. Si l'Univers existe infiniment long- 
temps, il semble qu’il devrait se trouver à l’état d'équilibre thermi- 
que. Entre temps l'Univers en entier est loin de l'équilibre statisti- 
que et on ne voit pas de processus qui le ferait passer à l’état d’équi- 
libre, on est donc amené à en déduire que la mécanique statistique 
n'est pas applicable à l'Univers en entier. Il est possible que ceci 
soit lié au rôle fondamental que jouent les forces gravitationnelles 
dans l’Univers en entier, pour ces forces on ne peut introduire la 
distribution de Gibbs car l’énergie libre rapportée à une particule 
lors de l'interaction gravitationnelle est divergente [56]. Notons 
qu'une telle divergence aurait pu apparaître, en principe, pour l’in- 
teraction de Coulomb. Cependant, grâce à l'existence dans les sys- 
tèmes neutres de charges des deux signes, il n’y a pas de divergence. 
La masse étant toujours positive il n’existe pas de système « neutre » 
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du point de vue gravitationnel. Cependant, on ne peut être certain 
que ces considérations soient décisives. Il est possible que les effets 
liés à la théorie de la relativité générale, en vertu de laquelle l'Uni- 
vers se trouve dans un état non stationnaire, avec une métrique 
dépendant du temps, soient essentiels. 

1.6.2. Hypothèse ergodique. Dans le paragraphe 1.2.1 nous avons 
vu que les fonctions de distribution à particules multiples, en vertu 
du principe d'atténuation des corrélations, après un temps de chao- 
tisation to, deviennent des fonctionnelles de la fonction de distri- 
bution à une particule. Le temps de chaotisation +, est de l’ordre 


de Tt, — ro/v où v est une certaine vitesse caractéristique égale, en 
ordre de grandeur, dans un état peu déséquilibré à la vitesse thermi- 
que des particules, et r, le rayon de corrélation, du même ordre de 
grandeur que le rayon d'action des forces. Pour ce qui est de la fonc- 
tion de distribution à une particule f (x, t}), après le temps de rela- 
xation Tt,, elle devient la fonction de distribution d’équilibre de 
Maxwell f, (p). Le temps de relaxation —,, pour des systèmes homo- 


gènes dans l’espace, est de l’ordre de grandeur de 7, — Î/v, où I est 
la longueur de libre parcours moyen de la particule (comme L 5 ro, 
on a T, > To). D'un autre côté, après un intervalle de temps égal 
à T,, le système passe à l’état d'équilibre statistique. C'est pourquoi, 
pour { > —,, les fonctions de distribution à particules multiples 
correspondront à l'équilibre statistique, et on peut les trouver, à 
partir de la distribution d'équilibre de Gibbs (1.1.1), à l’aide de la 
formule suivante 


fe (Zi - » Ts) D > fs (8: Lis. z.) = 
= or fau  drnu (B;zi,...,zx), (1.6.9) 


où w‘° est la distribution canonique de Gibbs 
WP (B; x, ...,2n) =expB(F— SH (x, ..., zx). 


La grandeur F, qui est l'énergie libre du système, est donnée par 
la condition 


1 e 
7 jé ... dr w' (B; za, A 


et la température inverse B à partir de la condition d'égalité des 
énergies à l'état initial Îs (ts, - . ., z,, 0) et à l’état final fs” G: 
Tis + + -» Zs), rapportées à une particule. 

En vertu de ce qui vient d’être dit, on a la relation suivante 


Îs (Zi: se.) Zs) t) mL (zi, sy Ts) fo(P))s 
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en la comparant à (1.6.9), on trouve 
fa (ts, ++, 285 fo(P))= fs (B; Zi, -.., xs). (1.6.10) 
Remarquons également qu'à partir de (1.6.6), (1.6.10), on a 
(Turc, Ts 5 fo(P))= fs (Ti +, Ts 5 fo (D) 


{nous avons tenu compte de f,(z1, ..., x; f)— fs" (z1, -.., x: f) 
et de 


uw (B; xs, + +, En) = (B ; Ti, -- *,Tn)). 


Nous appellerons la relation (1.6.9) relation ergodique car elle 
est étroitement liée à l'hypothèse ergodique, suivant laquelle la 
moyenne temporelle d’une grandeur physique quelconque est égale 
à la moyenne de cette grandeur sur l’ensemble microcanonique *). 

La moyenne dans le temps d’une fonction quelconque h (x,, ... 

-., Zn), dépendant des coordonnées et des impulsions du système 
à N particules est donnée par 


T 
R(a9,...,2k)= lim | dth(Xi(t,z°),..., Xn(e,xt)), (1.6.11) 
T0 Ô 


où X: (£, 1°) sont les coordonnées et les impulsions de la i-ème par- 
ticule à l'instant tet 2° = (x, . .., xN) les valeurs initiales de ces 
grandeurs. 

Si le mouvement mécanique du système est fini, c'est-à-dire si 
les coordonnées et les impulsions ne prennent pas des valeurs aussi 
grandes que l’on veut, alors en utilisant le théorème de Liouville 
on peut montrer que presque pour toutes les valeurs z°, . .., IN, 
la limite (4. 6.11) existe et ne dépend pas du choix du point initial 
TZ, + +. TN Sur la trajectoire de phase, mais peut, en principe, 
changer lorsque l’on passe d’une trajectoire de phase à une autre 
dans l’espace des phases. 

Notons que, si la fonction k(X,(t, x°), ..., X, (ft, x°)) avait 
une limite pour £—> oo, la fonction k (x°, .. IN) coïnciderait 
avec cette limite. Cependant pour les systèmes à un nombre fini 
de particules, cette limite n'existe pas, car en vertu du théorème 
réciproque de Poincaré, le mouvement du système porte un caractère 
quasi périodique. 

Trouvons ensuite la moyenne sur l’ensemble microcanonique. La 
distribution microcanonique s'écrit 


0 (Ex; Ti -.., Zn) = 
= C6 (Ex — (zi, ….. Ty)); Ex = Nex, (4.6.12) 


*) Cette question est exposée en détail dans [112], [113]. 
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Où Æ (T1, - - -, TN) est le hamiltonien du système, E,, son énergie 
et C, une constante de normalisation: 


1 
Cn= 7 | des ..… dz 0 (E y — A (x1, se -, Tx)). 


La valeur moyenne de la fonction h (x;, ..., x,) sur l’ensemble 
microcanonique est donnée par la formule: 
Re (Ex) = 


= | dr, ... dryh(zs, ...,2zn)u (er: z,...,æn). (1.6.1) 


Selon l'hypothèse ergodique les grandeurs h (zx!, ...,ZN) et 


h°®® (E',) coïncident pour presque tous les 2° sous la condition que 
E, = GS (x, -.., zN), c'est-à-dire 


h(2,...,2N)=hM(E,), Ex=(2,...,zÿ). (16.14) 


Ainsi la moyenne, dans le temps À (x;, . .., zN\) ne dépend pas 

du choix du point z°, . .., æn sur la surface énergétique G# (x, . .. 

.., TN) = E, et ne dépend que de la position de cette surface 
dans l’espace des phases. 

L'hypothèse ergodique (1.6.14) a été démontrée par Birkhoff 
(voir la démonstration dans [112]) pour les systèmes dits métrique- 
ment transitifs, c'est-à-dire des systèmes pour lesquels aucune sur- 
face énergétique d# (x, . . ., y) — E, ne peut être divisée en 
domaines finis, ayant la propriété suivante: si le point initial d’une 
trajectoire quelconque se trouve dans l’un de ces domaines, toute la 
trajectoire se trouve dans ce domaine. 

La propriété de transitivité métrique dépend, en principe, du 
caractère des forces d'interaction entre les particules. Dans le cas 
de forces de répulsion et W > 3 le système sera toujours métrique- 
ment transitif. 

L’invariance des équations de la mécanique, par rapport à l’in- 
version du temps, montre que si l'hypothèse ergodique (1.6.14) 
est vraie, pour le moyennage dans le temps (1.6.11), elle sera égale- 
ment vraie pour le moyennage dans le temps suivant 

\ 


0 
Ra, ...,2ÿ)= lim | (x, (&, 2), .., Xnlt,æ)). (1.6.15) 
T — 00 T 


(Pour la démonstration, il suffit de remarquer que X,(t, x°) = 
— X,(—1, x°) et de prendre dans (1.6.144), au lieu de la fonction 
h (x -.., zn) la fonction h(z;,, ..., zy).) 

Nous allons trouver le rapport existant entre la relation ergodi- 
que (1.6.9) et l’hypothèse ergodique (1.6.14). Envisageons à cet 
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effet une densité arbitraire de probabilité de phase ZE, (r1, . .. 


.. Tu 5 0), différant de zéro au voisinage de la surface énergétique 
PB (Tu --. Tu) = EN: 


Ze, (ti, ., TN ; 0) — 
= £g(Zi, c-., TN) O(Ex— dE (zu, -.., zx)),  (1.6.16) 
1 
FT | dr... dry Tr, (Zi, ce, y: 0)=, 
où la fonction g (x,, . .., Ti) caractérise la distribution des points 
de phase sur la surface énergétique. À partir de (1.1.20), on voit 
que si (1.6.16) est la densité de probabilité initiale des points de 


phase, la densité de probabilité des points de phase à l'instant t 
sera égale à 


TE, (Zi cs) TN) t)=ÆTp,, (X1(—6, z), AE X x (—t, Z) ; 0). 


D'où en utilisant l'hypothèse ergodique (1.6.14), avec le moyennage 
dans le temps (1.6.15), on obtient 


T 
; 1 
lim | dtTr,, (zi, ..…, Ty ; t) = 
0 


= | dr... denSp, (x, -.., 2: 0) CNÔ(SE (xs, +, zx) — 
— A (x, -.., ZN)). 
A partir de la définition de la fonction TEN (Zi: NY 0), on 
trouve 


T 00 


lim + | dtTr, (ti +, ns t)=W (en; ti, -.., zy). (1.6.17) 
0 


Cette formule permet d'obtenir la relation ergodique pour la 
fonction de distribution (1.6.9). Pour cela on multiplie (1.6.17) 
par (VŸ —s)!-1 et en intégrant sur xzsy,, . . ., TN On a: 


T 
lim + | dtfo(aus costs t)=f (en: zu... &), (1.6.18) 
— 00 0 
où 
m) 1 m) Fa 
fs (Ex; Ts c.., 2)= m5 | ALty +. AIN (En; Zi, -.., TN), 


et la grandeur e, = E,/N est liée à f, (x, ..., xs; 0) par la 
relation 


Ex = Ex (fa (Lis +, &s; 0)) = 


1 
= | dz: ... AIN (x, .., Zn) De, (x, ..., EN:3 D), 
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Jusqu'à présent nous avons supposé fini le nombre de parti- 
cules. L'avantage des formules (1.6.18), en comparaison des formu- 
les (1.6.11), (1.6.13), est que dans cette formule, en vertu des résul- 
tats du paragraphe 1.1.2, on passe à la limite thermodynamique. 
Comme après ce passage à la limite, la durée du cycle de Poincaré 
sera infinie, en supposant que les passages à la limite Ÿ°—- oo, 
T — © soient permutables, la formule (1.6.18) s'écrit comme suit: 


lim ft... 2: t)=f(e; 2, ..., 2), (1.6.19) 
t—00 


où la grandeur #e = lime, (f,(z1, - .., x,; 0)) est l'énergie 
No 


rapportée à une particule à l’état initial. Soulignons une fois de 
plus que les fonctions de distribution à particules multiples, dans 
cette formule, se rapportent à un système à un nombre infini de 
particules. Cette formule montre que les fonctions de distribution 
à particules multiples, tendent dans le temps vers des fonctions de 
distribution universelles d’équilibre : 


(Bd si 2)— 


= lim 1 | drsrs --. denw"' (ex; rs, -.-., zx),  (1.6.20) 
Nc UV — 5)! 

où la mémoire de l’état initial n’est contenue que dans la valeur de 

l'énergie €, rapportée à une particule. 

La relation asymptotique (1.6.19) contient la fonction de distri- 
bution à s particules calculée sur l’ensemble microcanonique, alors 
que dans (1.6.9) figure la fonction de distribution obtenue d’après 
l’ensemble canonique. Cependant la distribution microcanonique 
WT (EN; T1, - . ., Zn) est, à la limite N — œ, équivalente à la 
distribution canonique w'° (B; x;, ..., z,). Ceci signifie que 


ter zu ss 2)=) (ru t), s=1, 2; (6:20) 
où f(B; 1, . .., x.) est donné par la formule (1.6.9) et B est 
lié à e par la relation 

e(fo (Ba... a))=e(f (es a, .., me. 
C’est pourquoi la relation asymptotique (1.6.19) peut s’écrire comme 
Jim f,(zs, <.., Los t)—= {5 (BP; Zas ee, Ts)s 


t— 0 
où B est donné par la condition 
(fs (B; Zi, --., 2s)) = (fs (T1 --., Zs5 0)).  (1.6.22) 
Ainsi, nous avons montré que la relation ergodique (1.6.9), 


(1.6.22) découle de l’hypothèse ergodique (1.6.14). Cependant dans 
Je cas général l'affirmation inverse n'est pas vraie. Ceci signifie 
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que la relation ergodique (1.6.9), vraie pour un système à V — oo, 
ne conduit pas à l'hypothèse ergodique pour un nombre fini de 
particules. 

I1 ne faut pas penser que les formules (1.6.9), (1.6.22) sont auto- 
matiquement vérifiées pour un hamiltonien de forme quelconque. 
Il est évident que si les particules étaient libres, les relations (1.6.9), 
(1.6.22) ne seraient pas vraies, car, dans ce cas, le système n’évolue- 
rait pas vers l’état d'équilibre statistique. C’est pourquoi les rela- 
tions ergodiques (1.6.9), (1.6.22) sont vraies ou non suivant la struc- 
ture du hamiltonien du système. La relation ergodique (1.6.9) n’est 
vérifiée que si le hamiltonien est suffisamment compliqué, c'est-à- 
dire s’il tient compte des diverses interactions entre les particules. 
La forme compliquée du hamiltonien signifie que le système n’a 
qu'une seule intégrale de mouvement additive, à savoir l'énergie 
(pour plus en détail voir le paragraphe 2.4.3 du présent ouvrage). 

Ecrivons le hamiltonien du système sous la forme & — Æfo<+V, 
où #0, est le hamiltonien des particules libres et V l'énergie d’inter- 
action des particules. Sous l'influence du hamiltonien € le système 
passe à l’état d'équilibre statistique. Si dans le hamiltonien on rejette 
l'énergie d'interaction, les fonctions de distribution à particules 
multiples ne deviendront pas, pour {> ©, les fonctions d'équilibre 
9 (B; zx, . .., z;) calculées d’ après la distribution w'° (B; zx,;, ... 

_— zN) avec un hamiltonien égal à €, et tendront en vertu de 
(1. 2.1) vers un produit de fonctions à une particule 


fs (us Ti) —> Il f(ai—2ts, Pi; 0). (1.6.23) 


1<i< 


Cette expression sera aussi appelée relation ergodique liée non 
pas au hamiltonien é#, mais au hamiltonien €Z,. (Notons que cette 
relation ergodique a joué un rôle important lors de l'élaboration des 
équations cinétiques.) 

Notons pour conclure que d’autres formes spéciales de relations 
ergodiques analogues à (1.6.9), (1.6.23) peuvent exister suivant la 
forme du hamiltonien du système. Nous reviendrons à cette question 
ultérieurement lors de l’étude des systèmes quantiques. 

Soulignons également que toutes les remarques faites dans ce 
paragraphe sur l’irréversibilité des processus des systèmes classiques 
concernent également les systèmes quantiques. 


CHAPITRE 2 


PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA MÉCANIQUE 
STATISTIQUE DES SYSTÈMES QUANTIFIÉS 


$ 2.1. Principes de la mécanique quantique 


2.1.1. Etats purs et mélanges. Les états des systèmes quantifiés 
peuvent être décrits à l’aide de l’opérateur statistique ou de la matrice 
de densité. Nous allons expliquer ici cette notion, mais préalablement 
nous allons donner un rappel des principes de la mécanique quan- 
tique [53]. 

En mécanique quantique, à chaque grandeur physique, appelée 
grandeur observée, on fait correspondre un certain opérateur dans 
l'espace hilbertien qui représente un ensemble de vecteurs vŸ (appe- 
lés vecteurs d'état) pour lesquels on détermine le produit scalaire 
{b., Ÿ2) doué de la propriété suivante 


(F1 Ÿe)* Fe (Pa V1); Gp, aŸ1 = 4 be) — 4 (Ÿs Ÿ1) + b Cp, Ve) 
(ph, #) > 0 
(a et b étant des nombres complexes quelconques). 
Dans cet espace, on peut introduire (d’un nombre infini de 
manières) une base dénombrable, complète et orthonormée 1, r — 


= 2 42 
(n: Ÿm) — Ônm 


telle que tout vecteur de l’espace hilbertien puisse être représenté 
comme la superposition des vecteurs Ÿ, 


Oo 


p= Ÿ Cupn, où Cn=(n, 4), À 1Cn P< 00. 


=! 


Tout opérateur À de l’espace hilbertien fait passer chacun des 
vecteurs 1 de cet espace en un autre vecteur 1” de ce même espace 


pd = AY. 
Si de plus #’ = r+, où rest un certain nombre, 1 est appelé vecteur 


propre de l'opérateur R, appartenant à la valeur propre r. L’opé- 
rateur R* est dit hermitique (adjoint) de l'opérateur À, si pour deux 
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vecteurs quelconques ,, %. de l’espace hilbertien, on a l'égalité 
(has Rs) = (R*be, Vi). 


Si R* = R, l'opérateur R est dit hermitique ou auto-adjoint. 

Toutes les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint quelcon- 
que sont réelles, et ses vecteurs propres forment un système ortho- 
normé complet de vecteurs et peuvent donc être pris pour base dans 
l’espace hilbertien. C'est pourquoi aux grandeurs physiques on fait 
toujours correspondre des opérateurs hermitiques. 

Les valeurs propres de l’opérateur À sont interprétées comme les 
valeurs possibles de la grandeur observée correspondante. 

Pour les vecteurs d'états, les produits scalaires et les éléments 
matriciels des opérateurs nous utiliserons souvent les désignations 
suivantes proposées par Dirac: 


b= lb, M=lnr), (4, p=(blp),  (v, Rp) = IR I). 


Le comportement des microvolumes porte un caractère statistique 
particulier. Ce caractère statistique apparaît en ce que les résultats 
des mesures des grandeurs physiques peuvent être prévus d’une ma- 
nière statistique, c'est-à-dire à l’aide de la notion de probabilité. 
Si, cependant, après une première mesure on effectue une seconde 
mesure, le résultat se trouve en accord avec la première mesure (bien 
que du point de vue logique on puisse concevoir une distribution 
statistique des résultats des deux mesures indépendantes l’une de 
l'autre). 

Cette statistique, due à la nature des choses, peut, dans le plus 
simple des cas des états dits purs, être décrite à l’aide de vecteurs 
dans l’espace hilbertien. À savoir, si le système est caractérisé par 
le vecteur +, ou autrement dit, s’il se trouve dans l’état 4, la valeur 


moyenne d'une certaine grandeur physique À, obtenue par suite de 
sa mesure, sera égale à 


R = (D R) 
(on suppose que la condition de normalisation soit vérifiée, c'est-à- 
dire que (+, 4) = 1). 


Si +, est un vecteur propre de l'opérateur À, Rw, = rp,, lors de 


la mesure de la grandeur R dans l'état ÿ,, on obtiendra une seule 
valeur r. 


La valeur moyenne peut également s’écrire comme 


R = SpP{y]A, 


où Pr est l'opérateur de projection sur l’état 1, donné par la rela- 
tion 


Pie P = Ÿ (p, op) 


6—-0393 
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(æ étant un vecteur quelconque dans l’espace hilbertien) et Sp À dé- 
signe la trace (spoor) de l’opérateur À, c'est-à-dire la somme de ses 
éléments matriciels diagonaux dans une base orthonormée arbitraire. 
Conformément à cette définition, on utilise généralement les dési- 
gnations suivantes pour l'opérateur de projection Pr = |" } ( |. 

Les opérateurs de projection permettent de formuler facilement 
la condition de complétude du système de vecteurs orthonormés Y, 
à savoir À 


à Piv,1= 2 [n)(n | =1. (2.1.1) 


A côté du cas simple où le système peut être caractérisé par un 
certain vecteur d'état, une situation plus générale est possible, lors- 
qu’on ne sait pas exactement lequel des vecteurs caractérise l’état 
du système et que l’on peut seulement donner la probabilité pour 
que le système soit caractérisé par tel ou tel vecteur dans l’espace 
hilbertien. Si w, est la probahilité pour que le système se trouve 
dans l'état , (les vecteurs %, peuvent ne pas être orthogonaux; 


wn > 0, d'w, = 1), la valeur moyenne de la grandeur R sera donnée 


par la formule 
R=Ÿ Un (Ya | R |p)). 


Cette formule peut également s’écrire comme suit 
R=Sper, (2.1.2) 


P=> [ Pa) &n (Ÿa = WnPt6,1- (2.1.3) 


L'opérateur p s'appelle opérateur statistique ou matrice de densi- 
té, c'est un opérateur hermitien déterminé positif, dont la trace est 
égale à l’unité, Sp p = 1. 

Si le système se trouve dans un état pur |Ÿ}), sa matrice de den- 
sité peut s’écrire de toute évidence comme 


p = +) | (2.1.4) 


et, comme on peut facilement le voir, dans ce cas p® = p. L’affirma- 
tion inverse est également vraie : si la matrice de densité satisfait à 
la relation p* = p elle a la forme (2.1.4) et l’état est pur. 

Il est évident que si le système est décrit par la matrice de den- 
sité, l’état du système peut être interprété comme un mélange d'états 
purs. 

Soulignons la différence de principe existant entre un mélange 
et une superposition d'états purs: dans le cas d'une superposition 
d’états, ce sont les vecteurs d'états qui s'ajoutent, le résultat est de 
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nouveau un état pur; au contraire, dans un mélange, ce sont les 
matrices de densité des états purs qui s’additionnent. 

Il est facile de voir que si on mélange des mélanges, on obtient 
toujours un mélange et non un état pur. 

Si le système se trouve dans un état pur, c’est-à-dire s’il est décrit 
par un vecteur dans l’espace hilbertien, une de ses parties isolée, en 
interaction avec les autres parties du système, sera décrite non pas 
par le vecteur d’état mais par la matrice de densité. Supposons par 
exemple, que le système € se trouvant dans l’état | c) se compose 
de deux sous-systèmes a et b et qu'il y ait lieu de trouver la matrice 
de densité p, du sous-système a. Remarquons à cet effet que l’espace 
hilbertien des vecteurs d'état du système tout entier puisse être repré- 
senté comme le produit direct d'espaces hilbertiens correspondant 
aux sous-systèmes a et b. Les produits directs des vecteurs de base 
|n, },| r4) de ces espaces forment une base de vecteurs d'état du 
système € 


[rans) = [na)lny). 


L'élément de la matrice de densité du sous-système a, (nc | Pa | Ra) 
est de toute évidence égal à 


(fa | Pa | Na) = > (nan | c)(c | Nañb), 
ñb 


Pa= 2 |) (nn lc)(c|nrans) (ni |. (2.1.5) 
Rarartb 


2.1.2. Loi dynamique de la mécanique quantique. Les vecteurs 
des états du système varient dans le temps suivant une loi détermi- 
née. À savoir, si  (t) est le hamiltonien du système, le vecteur des 
états % (£) varie dans le temps conformément à l’équation de Schrô- 
dinger 


NO EG (0 v (0). (2.1.6) 


(Ici et plus bas on suppose que la constante quantique À est égale à 
l'unité.) La solution de cette équation dans le cas d’un système fer- 
mé peut, du point de vue formel, s’écrire comme suit 


Ÿ (t) = exp {—ic# t} ÿ (0). 


En utilisant l'équation de Schrüdinger, il est facile de trouver 
l'équation du mouvement pour la matrice de densité d’un système 
fermé ou d'un système se trouvant dans un certain champ extérieur 
(qui peut dépendre du temps). Dans les deux cas les grandeurs w, 
figurant dans la formule (2.1.3) ne dépendront pas du temps et la 
dépendance du temps de la matrice de densité p sera donnée par la 


6° 
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fonction du temps des vecteurs d'état | p, ) donnée par l'équation de 
Schrôdinger. C’est pourquoi la matrice de densité p (£) doit satisfaire 
à l'équation 


PO 158 (0), p (01. (2.1.7) 


Dans le cas d’un fermé, la solution formelle de cette 
équation peut s’écrire comme 


p (#) = exp {—iS£t} p (0) exp {it}. 


L'évolution d'un système quantique n'est pas obligatoirement 
régie par l'équation de Schrôdinger. Outre cette méthode, dite repré- 
sentation de Schrüdinger de la mécanique quantique, on peut envisa- 
ger d’autres représentations de la mécanique quantique : la représen- 
tation de Heisenberg et la représentation des interactions ou repré- 
sentation de Dirac. Ces représentations sont introduites de telle sorte 
que les valeurs moyennes de tout opérateur dans les diverses repré- 
sentations coïincident. 

Dans la représentation de Heisenberg l’évolution du système est 
décrite par la variation dans le temps des opérateurs, quant aux 
vecteurs d'état, ils ne dépendent pas du temps. Les opérateurs 
RAA) (1), les vecteurs d'état 14) et l’opérateur statistique p(4) sont, 
dans cette représentation, liés aux grandeurs correspondantes dans 
la représentation de Schrôdinger par les relations 


R= exp {—i8t} RP (t)exp{idét}, (1) =exp{—i Et} ÿ, 
ptS)(t) = exp { — it} p(N exp {id£1} 


(on suppose que le hamiltonien ne dépend pas du temps; l'indice S 
sert à désigner les grandeurs dans la représentation de Schrôdinger, 
on suppose qu'à l’instant initial, £ — 0, les deux représentations 
coïncident). L'opérateur RU) (4) varie dans le temps suivant la loi 


or (0 


= il, RE). (2.1.8) 


Dans la représentation de l'interaction, tant les vecteurs d'état 
{matrice de densité) que les opérateurs varient dans le temps, cette 
variation étant liée à la décomposition du hamiltonien 4 en deux 
composantes #, et V: 


: H = o + V, 


où généralement #, désigne le hamiltonien des particules sans inter- 
action et V le hamiltonien de leur interaction. Pour plus de simpli- 
cité, nous allons supposer que #Æo ne dépend pas du temps d'une 
manière explicite. Les opérateurs RD) (4), les vecteurs d'état (D) (t) 
et l'opérateur statistique p(D) (f) sont liés aux grandeurs correspon- 
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dantes dans la représentation de Schrôdinger par les relations 


RS = exp{—iS8ot} R° (4) exp {io}, 
SI(t) = exp {— if t} D) (4), (2.1.9) 
PS) (4) = exp {— id£ot} p(D) (+) exp (iSot}. 
(On suppose que les deux représentations coïncident pour t = 0.) 
Il est facile de voir que le vecteur d’état et la matrice de densité 


dans la représentation de l’interaction varient dans le temps suivant 
la loi 


pD()=S (1, 0)42(0), PP (E)—S (1, 0) pP)(0)5* (6, 0), 
où 
Si(t, 0) =eiFote-1dÈt, (2.1.10) 


Cet opérateur, appelé opérateur de transformation, satisfait à l’équa- 
tion 


SO Ep) S (1, 0), S (0, 0)=1, (2.1.11) 


où 
VD (t)=eiotVe-1% ot, 


Les relations reliant les matrices de densité et les opérateurs dans 
différentes représentations assurent l’égalité des valeurs moyennes 
dans les trois représentations 


Sp 2514) R° = Sp PR (4) = Sp p? (4) RD (4). 


Nous allons montrer que l’opérateur de transformation S (£, 0) 
peut être utilisé pour décrire le processus de diffusion des particules 
(2, 84]. Le problème de diffusion se pose comme suit : on se donne le 
vecteur d'état du système de particules (D) (t) à l'instant { = — oo 
lorsqu'on peut supposer qu’il n’y a pas d'interaction des particules; 
il faut déterminer le vecteur d’état y(D) (£f) à l'instant { — co lors- 
les particules après l’interaction deviennent de nouveau libres 
[841]. 
En vertu de la formule (2.1.10), on a 


tp) (£2) = (É2, ti) pi (E), 
où 
S (£a ts) le Se, 0) S* (és, O). 


En posant £, — —oo, {, — © et en supposant qu'à ces instants il 
n'y a pas d'interaction, on trouve la matrice de dispersion S: 


S = S (co, —o0) = 8 (oo, 0) S+(— 0, 0). 
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En introduisant les opérateurs d'onde 
AP = SŸ(F 0, 0)= lim , (2.1.12) 


0 
Qi = n | dremeiÆre-itor, A =n [ dre-melre-1 ot, 
“co ) 


on peut écrire la matrice de diffusion comme suit 
S Qt), (2.1.13) 
Il est facile de voir que 
RE = QE 58, + in (CF —1). 
C'est pourquoi les opérateurs Q (+) satisfont à la relation 
HAT) = QE. (2.1 .14) 
Par conséquent, si ÿ.=—=|«) est le vecteur propre de l'opérateur 
lo, Plola = EaVŸe les vecteurs 
px) = | a) = QE, (2.1.15) 


seront les vecteurs propres de l'opérateur A, VE = EVE). On 
peut montrer que si Ÿ, sont normés par la condition (ÿ,, Ÿs) = ôcs, 
on a 

(PE), DE) = Ep. (2.1.16) 


Les vecteurs Y. forment un système complet de vecteurs dans 
l’espace de Hilbert, quant aux vecteurs ÿt+), dans le cas général, 
ils ne forment pas un tel système. Dans le cas de deux particules, 
pour obtenir un système complet de vecteurs, il suffit de com- 
pléter les vecteurs ir? (ou 14:-) par les vecteurs des états liés 
po)—|n)0), (pô), pb) = 6. On obtient ainsi deux ensembles de 
vecteurs d'état {w#tr), 40}, {por apte) : 


Da {a+ In 9 m1=1. (2.1.17) 
œ ni 
En vertu de (2.1.15), (2.1.16) on a 
QE) Q) = 1. (2.1.18) 
Puis nous allons montrer que 
QIQEIT 1 — A, (2.1.19) 


où À est l'opérateur de projection sur le sous-espace des vecteurs 
des états liés 4), À = à | nr) ®)%) ({n |. Remarquons à cet effet 
n 
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— - Re ce nee ADR = ee de 


Re TOR De + ee — a 


que, vu la condition. de complétude du système de vecteurs |), 
Ni : I&) (œ | = 1, on a en vertu de.(2.1.15) 


QHIOEN+ QÙ+) D | &) (a | QUE — È | a )() (œ |, 


d’où compte tenu de (2. 1.17) on obtient la (2.1.19). 

Ainsi, s’il y a des états liés, les opérateurs Q (+) ne sont pas uni- 
taires, bien que les opérateurs S (t, 0) et S*+ (1, 0) le soient. 

En vertu de (2.1.14), la matrice de dispersion commute avec le 
hamiltonien #0 LS, ol = 0. Vu (2.1.19), l'opérateur S est uni- 
taire SS+— S+*S — 1, bien que, comme on vient de le noter, dans 
le cas des états liés, les opérateurs ne soient pas unitaires. 

La matrice de dispersion peut s’écrire comme 


S—=1—9ni | dEÔ(E— Seo) TP (E)Ô(E—dto), (2.120) 


où 
T®(E)= limT(£E +in), 
n-+0 (2.1.21) 
T(z2)=V+VR(z)V, R(z)=(2—- dé)". 
(L'opérateur T(+) (E) est appelé opérateur de dispersion, et R (z) 
résolvante de l'opérateur &#.) En effet, remarquant que 


F = | | dER(E EF injettes = | em". ee: at 
et 
T(2)=V+VR(2)T (2), R(2)V=Ro(z)T (2), 
R(z)= Ro(z)+ Ro(z)T (2) Ro(z), Ro(z)=(2— #80)! 


il est facile de voir que les formules 


(2.1.22) 


QÆ) = 4+ | dERŸ (E)T®(E)6(E— 6), 


| (2.1.23) 
va) = | ET (E)8(E— bo), 


avec 
R$(E)= lim R,(E + in) 
N+0 


sont vraies. 
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La matrice de dispersion peut de toute évidence s’écrire comme 
S—1 ot) (RM —_Q)), 
Remarquant que 
RÔO(E)—RO(E)= —Qniô(E—#£), 
où RŸ(E)=limR(E + in), on a en vertu de (2.1.23) 
n—-+0 


@ 


QT QT) 2 — Oni | dEG(E— Se) VO(E— dl). 


Puis en vertu de (2.1.14) on a 
Q(* (E — SH) = G(E — Ho)Q*, 


c'est pourquoi, en utilisant (2.1.23), on obtient finalement la for- 
mule (2.1.20). 

Nous allons établir maintenant la relation existant entre la matri- 
ce de dispersion et la probabilité de transition. La probabilité de 
transition durant le temps t de l’état | i}), qui est un état propre du 
hamiltonien &#, d'énergie 6;, dans l’état | f), qui est un état propre 
du hamiltonien &#, d'énergie 6; est déterminée par la formule 


Watt)=|(le-%%] ip. 
La grandeur 


: d 


est pour f = i la probabilité de transition par unité de temps de l’état 
| i) à l’état | f). (Soulignons qu'avant le passage à la limite { — co 
il y a lieu de réaliser dans cette formule le passage à la limite 7° — oo 
car dans le cas contraire la limite (2.1.24) n’existerait pas.) 

À partir de (2.1.12) il est facile de voir que 


lim LE Wa(t)=21m(f[e ii Va|i). (24.25) 
Puis, conformément à (2.1.23), on a 


(IQN | i)= Gi + (6 —Ei+i0) TH (En, (IV TH= TE (Gi), 
où Ti (&;)={(fIT'*" (&)]|i). En substituant ces expressions dans 
(2.1.25), on trouve 

wyi = 20; Im Ti (6:) + 2nô (&:—E) TK (6). (2.1.26) 


Ainsi pour f # à la probabilité de transition par unité de temps 
est donnée par le carré du module de l’élément matriciel Ti’ (8&:) 
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de l’opérateur des collisions, lié, d’après (2.1.20), à l'élément matri- 
ciel de la matrice de dispersion par la relation 


Si = Op — 2niT ji (61) Ô(É: —6;). (2.1.27} 
En vertu de la définition de la fonction w,;,on a > wy = 0, où 


la sommation s'effectue sur tous les états | f) y compris l’état | f) — 
— |i). On obtient donc, en accord avec (2.1.26) 


Im Ti} (8;)= — x > [TH (8) ô(Éi—E6,).  (2.1.28) 


Comme on doit, avant de passer à la limite n —-+ 0 dans T'(E + in} 
faire tendre le volume du système vers l'infini, dans cette formule la 
sommation est en fait une intégration sur les états finis f. La for- 
mule (2.1.28) est appelée théorème optique. 

Cette formule est un cas particulier de la formule plus générale 


T (29 —T(z)=(2—2)T (7) Ro (z’) Ro(z) T (z). (2.1.29) 


L formule (2.1.28) découle de (2.1.29), pour s'en rendre compte, il 

a lieu de poser z° = £ + in, z = E — in, de prendre dans les 
do membres de (2.1.29) l'élément matriciel diagonal, puis de 
passer à la limite n — +0 en utilisant la formule 


nRo(E+ in) Ro(E — in) —> nô(E — So). 


Pour démontrer (2.1.29), on note que la relation 
(R (2°) — Ro (z”)) (R (2) — Ro (2)) — 
= Ro(z) T (2°) Ro (z”) Ro (2) T (2) Ro (z)  (2-1.30) 


est vraie, car en vertu de (2.1.22) R = Ro + RoT Ro. D'un autre 
côté, à partir de l'identité R (z) — R (z’) = (z — z) R (z) R (z') 
(elle est appelée identité de Hilbert) il s'ensuit compte tenu de (2.1.22) : 


(R (2°) — Ro (z°)) (R (2) — Ro (2)) = 
= (2— 2) %Ro(z") (T (7°) — T (2)) Ro (2). 


En comparant cette formule avec (2.1.30), on obtient la relation 
(2.1.29). 

2.1.3. Processus de la mesure. Pour se faire une idée complète 
de la mécanique quantique, il faut encore donner une interprétation 
du processus de la mesure. On appelle mesure l'interaction d’un 
objet quantique et de l’appareil utilisable pour la mesure de la 
grandeur correspondante et l’enregistrement du résultat de la me- 
sure. 

A la différence de la mécanique classique où l’on suppose que 
l'interaction entre l’objet et l'appareil peut être aussi petite que l’on 
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veut, la mécanique quantique établit que l’interaction. entre l’objet 
quantique et l’appareil ne peut en principe être réduite à zéro. L’ap- 
pareil doit être un système classique ou plus exactement quasi clas- 
sique car, dans le cas contraire, ses indications ne permettent pas de 
juger de l’état dans lequel se trouve l’objet quantique. 

Chaque mesure se compose de deux étapes. La première consiste 
en ce que le système étudié « est soumis à une action extérieure phy- 
siquement réelle changeant le cours des événements » [41]. Cette 
étape est décrite par l'équation de Schrôdinger pour le système en 
entier formé par l’objet quantique à étudier et l’appareil. Par suite 
de l'interaction entre l’appareil et l’objet un état pur de l’objet en 
étude devient en vertu du paragraphe 2.1.1. un mélange d'états 
purs de cet objet. 

« La seconde étape de la mesure fait, parmi l’infinité d'états du 
mélange, le choix d’un certain état déterminé en tant qu'état effec- 
tivement réalisé. Cette seconde étape est un processus n’agissant 
pas par lui-même sur le cours des événements et changeant seule- 
ment notre connaissance des états réels » [41]. 

Cette seconde étape de la mesure n’est décrite par aucune équa- 
tion dynamique car, si avant la mesure d’une certaine grandeur, le 
système se trouvait à l’état |) ne coïncidant avec aucun des vecteurs 
propres | +, ) de l’opérateur R, après la constatation du fait que 
la grandeur À est égale à l’une des valeurs propres r, de l'opérateur 
R, il y a réduction du vecteur d’état |}, c’est-à-dire une transition 
par saut du système de l’état | 19) à l’état | ®, ): 


lb) — | Qn )e (2.1.31) 


La probabilité de trouver la valeur r, est égale à | (p, |$){*. (Nous 
avons supposé qu'il y a mesure complète, c’est-à-dire que À est un 
système entier d'opérateurs mutuellement commutables.) 

Si le résultat de la mesure n’est pas enregistré, c'est-à-dire s’il y 
a seulement interaction entre l’objet quantique et l'appareil quasi 
classique, l'état pur | $) d’un objet quantique devient un mélange 
d'états de matrice de densité égale à p: 


| p) — p= S1qn)l (On lp) [<q |. (2.1.32) 


En d’autres termes, à la suite de l’interaction d’un objet quantique 
avec l’appareil la matrice de densité d’un certain état pur |, ) (be | 
est soumise à la transformation 


| Pa) (Va | — 2 | Pa) (Pn | Pa) (Pa | Pr) (Pn |: 


Si, avant la mesure, le système se trouvait dans un état de mé- 
lange 


p= 2i| be) Wa (Vo |, 
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par suite de l'interaction avec l'appareil la matrice de densité p 
deviendra la matrice de densité p”: 


p —+ p = 211Pn} (Pa | P| Pa) (Pn |, (2.1:33) 
où 
(pr 1P1Pn)= © Wa | (Pn | Pa) 2. 


Ainsi par suite de l’interaction de l’objet quantique avec l’ap- 
pareil on voit apparaître un mélange d'états | ®, ) de probabilités 
égales à (®x | p | Pa). La réduction de l’état signifie qu'à partir de 
ce mélange, après l'enregistrement du résultat des mesures on voit 
apparaître l’état pur | p,) (®, |- 

Si l’on procède à la mesure successive de deux ensembles de 
grandeurs physiques À, et R, (d'abord R,, puis R.), sans enregistre- 
ment du résultat de la mesure, l'interaction de l’objet avec les 
appareils servant à la mesure des grandeurs À, et R, aura alors pour 
résultat que la matrice de densité initiale p de l’objet deviendra en 
vertu de (2.1.33), la matrice de densité p': 


p=212 241101412821. 


où | 1) et | 2) sont les vecteurs propres des ensembles d'opérateurs 
R, et R:. On voit qu'à la suite des mesures, apparaît un mélange d'é- 
tats purs | 2) avec les probabilités 


= 2 4lp|HD AIDE, 


qui s’obtiennent à l’aide des lois de la théorie des probabilités. En 
eltet, (1 | p | 1) est la probabilité pour le système de se trouver, 
après l’interaction]| avec l'appareil servant à mesurer la grandeur AR, 
à l’état | 1), tandis que |(4 | 2)[° détermine la probabilité du pas- 
sage du système de l’état | 1) à l’état | 2) après l'interaction avec 
l'appareil servant pour la mesure de R.. 

Le processus de mesure, sans enregistrement du résultat de la 
mesure, est accompagné d’une augmentation de l’entropie de l’ob- 


jet de la mesure, qui selon von Neumann est donnée par la relation 
[83] 


s = —Sppinp, (2.1.34) 
et comme on peut le voir [83] satisfait à la relation 
—Sp p’inp > —Spplnp, (2.1.35) 


où p” est liée à p par la relation (2.1.33). 
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L’entropie d'un état pur est nulle, car si p® = p,onaSppinp = 
= 0. Donc, si l’on procède à l’enregistrement, c'est-à-dire à la réduc- 
tion de l’état, l’entropie diminue jusqu’à zéro. 

Si la matrice de densité satisfait à l'équation dynamique (2.1.7) 
l’entropie reste inchangée car 


 Spp(t) Inp(t)=0. (2.1.36) 


$ 2.2. Quantification secondaire 


2.2.1. Opérateur de création et d’annihilation des particules. 
Dans la suite nous allons étudier des systèmes formés par des parti- 
cules identiques. Pour la description quantique de ces systèmes, on 
peut partir des états quantiques d’une particule. Si à désigne l’en- 
semble des nombres quantiques caractérisant l’état individuel d’une 
particule comme, par exemple, l'impulsion de la particule et l’une 
des projections de son spin, ou bien le moment total de la particule 
et sa projection sur l’un quelconque des axes, alors en se donnant le 
nombre de particules »; ayant les nombres quantiques i ou autrement 
dit, le nombre de particules se trouvant dans l’état individuel i, on 
détermine complètement un certain état des particules identiques. 
Les états dans lesquels un certain nombre de particules », se trouve 
dans chacun des états individuels i (appelés nombres de remplissa- 
ge) sont généralement désignés par le symbole | ...n;,...,n,, . ..), 
et la méthode permettant de décrire les états du système et de don- 
ner les nombres de remplissage »; s'appelle méthode de quantifica- 
tion secondaire. 

Si les particules sont des bosons, c'est-à-dire suivent la statisti- 
que de Bose-Einstein, les nombres de remplissage peuvent prendre 
des valeurs quelconques n; = 0, 4, 2, . . .; au contraire, si les par- 
ticules sont des fermions, c’est-à-dire qu’elles suivent la statistique 
de Fermi-Dirac, les nombres de remplissage peuvent prendre seule- 
ment deux valeurs, z; = 0, 1. 

Les états |. ..n;, ..., n;j, ...) que nous supposerons ortho- 
normés, forment un système complet de vecteurs dans l’espace hil- 
bertien de tout le système, c'est-à-dire 


ND sun Doeelitnenenn a) Gsm lnesl=t 
(2.2.1) 


Pour définir le formalisme de la quantification secondaire des 
opérateurs correspondant à diverses grandeurs physiques, on intro- 
duit les opérateurs de naïssance aj et de destruction a; des particu- 
les dans l’état individuel i. Considérons tout d’abord un système de 
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bosons identiques. L'opérateur af est alors donné par la relation 
afl...m,...)=(n+1)"/1|...n41,...), (2.2.2) 
d'où 


: 1/2 
sad ie deu lil sh. ED X 
X(-- ny, ..) j; eee le 
L'opérateur de destruction d’un boson a, est défini comme un 
opérateur, conjugué hermitique de l'opérateur ai : 


B= co Dose Dole ep ny ee.) (+1) 8 x 


X{-..lNj,-..sn+1,... | 
D'où il est facile de voir que 
dl: nn...) =ntl..snmetd:.:); :‘(0:2.43) 
À partir des formules (2.2.2), (2.2.3), on trouve 
ul... n,...)=nl... Rp...) 


c'est-à-dire n; — aa; est l'opérateur du nombre de particules dans 
l'état i. 

Les définitions (2.2.2), (2.2.3) donnent les conditions de commu- 
tation pour les opérateurs a;, a: 


[as, ai] — Ôi [a;, a;] —;0; (2.2.4) 


Ces relations montrent que les valeurs propres de l'opérateur ai a; 
sont, comme il se devait, égales à nr, = 0, 1, 2, ... 

L'état où tous les nombres de remplissage sont zéros s'appelle 
état de vide. Nous désignerons cet état par | 0) = ®,. Il est évi- 
dent que 


a; |O) = 0. (2.2.5) 
En vertu de la formule (2.2.2), tous les vecteurs |...n:;, . .. 
.…, PR, - . -) peuvent être exprimés à l’aide des opérateurs de cré- 


ation a et de vide 
|... 7, eseshj;, = (ere ... n;! se .…. 
... (aÿ) ... (a)? sel O}: (2.2.6) 


En substituant cette expression dans la condition (2.2.1) de 
complétude du système, on obtient: 


rt 


D pTr2-- Dai... 10)(0[as...ai=1. (2.2.7) 


N=( À, in 
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Nous allons introduire maintenant les vecteurs d'état 
UT sin) = Gi, -.- ai, [0), (2.2.8) 


qui, conforraément à (2.2.7), forment un système complet de vec- 
teurs 
| : : . ; 
D NI > | és, in) (bn .., is |[— 1, (2.2.9) 
N=0 NT 2 
satisfaisant, en vertu de (2.2.4), (2.2.5), à la relation d’orthogonalité 
et de normalisation : 


Gosse, dy fine ch) = ônne À Big +. 6, is, (2.2.10) 


où la sommation s'étend sur toutes les permutations des indices 
primés. Un vecteur quelconque |) peut être développé suivant ce 
système de vecteurs 


jb= D 2 D Ds... inliu-..in) (2.241) 
IN 


Nm0 
avec 
Ÿ (£:, y) = (È, ...sin | Ÿ) (2.2.12) 
tiré de (2.2.10) et 
É 1 . L 
à NT >: hu, -.., in)P=t. 
N=0 ini 
Les grandeurs %Ÿ (i,, . .., ë,) sont la fonction d'onde du système 


(avec un nombre indéterminé de particules) dans la représentation à 
correspondant à la fonction |1b). Ces fonctions, en vertu de (2.2.8), 
sont symétriques par rapport à la permutation de deux arguments. 
Les grandeurs (Nl) 1 » | (is, - - ., in)l° donnent la probabilité 
11... 

pour le système de contenir N particules. 

Les opérateurs commutant avec l’opérateur du nombre total de 
particules N : 


N= Ÿ ata, (2.2.13) 
i 
peuvent s'’écrire comme une somme d'opérateurs du type 


1 
AD = V af Ai ii, AD = D afai Ainsi, (2.2.14) 
its RAR A 
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où A: : 1,9 À; lo: . sont des fonctions quelconques des indices i. 


En utilisant les Sations de permutation (2.2.4) et les relations 
(2.2.8), (2.2.5), il est facile de voir que 


A | is, .….., in) = 


_— > S'Ar., | és, 1 st ds, Ls+1; À sin). 
sem ; ss 
| | L (2.2.5) 
|, cs IN) = 
= Y 7 ik A 
1CPEN 11 pig: Pu 


d’où en vertu de (2.2.10) 
Ainsi =(h|AM IE), Ainsi (in b2]AD]i, à). (2.2.16} 


Comme l’action de l'opérateur A sur le vecteur unité | i,, ... 
-.., in ) eSt donnée par la matrice à une particule (i | AD | i) 
l'action de l'opérateur A% par la matrice à deux particules. 
(ns de | A lis, &), etc., A est appelé opérateur unaire, A‘ opé- 
rateur binaire, etc. 

Un rôle important sera ultérieurement joué par les représenta- 
tions des impulsions et des coordonnées. Les fonctions d'onde 
(D --., Pn) (NW = 0, 1,2, ...) du système de vecteurs d’état. 
|) dans l’espace des impulsions, sont, en accord avec (2.2.12) 


(Pas Px) = (0 la, ... ap, |lŸ} N = 0, 1, 2e 


Pour que l’impulsion de la particule » prenne des valeurs discrètes, 
il faut, comme on sait, supposer le volume Ÿ° du système fini.) 

Les fonctions d’onde correspondantes dans la représentation des. 
coordonnées sont données par les formules 


Ÿ (as, .., Ln) == gNiz ” Ÿ (Ps, . Px) ePititeHiPNENx _ 
Pac Py 


= (L4, See" Lx | Ÿ), 


ou 


[Cs, ---, ©) = (2x)... (xx) 10). (2.2.17} 
Ÿ (x) et d* (x) sont ici les opérateurs d’annihilation et de création 
des particules au point zx: 


vd (x) = ge > a eirz, (x) = As p2 aje”irs, (2.2.18) 
P P 


C'est pourquoi | æ1, . . ., æA ) est le vecteur d'état du système de N 
particules se trouvant aux points æ,, ..., Zn. 
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En utilisant (2.2.4) il est facile de voir que les opérateurs + (x), 
4* (x) satisfont aux conditions de commutation 


L (x), p* (&")] = 6 (x — zx"), Ib (x), p(z)]—0.  (2.2.19) 


Remarquons que, pour l’état de vide, on a (x) O, = 0. 
En utilisant les formules (2.2.14), (2.2.18), il est facile d’expri- 
mer les opérateurs A%, A%, ... en fonction des opérateurs (x) 


et v*' (x): 
am= | dx, dix ÿ" (x) A(x:; x) D(x;). (2.2.20) 
AD = + | dix, dix, dir! Mz'p (x,) dt (22) X 


X A (x; C2, Xi, X2r) (ce) p(x;), 


* 


où 
A(x;,; æ;)=(æilAŸx,), A(æs, do: à, me) = (xs, æ2| 4x, 2) 


sont les éléments matriciels des opérateurs À, A dans la repré- 
sentation x. 

Jusqu'à présent, nous avons envisagé des systèmes formés de bo- 
sons identiques. D'une manière analogue, on peut développer le 
formalisme de quantification secondaire pour des systèmes formés de 
fermions identiques. Dans ce cas, on peut également introduire les 
opérateurs de création et d’annihilation des fermions a}, a; et utili- 
ser les formules (2.2.12) pour les fonctions d'onde dans la représen- 
tation i. Comme ces fonctions, dans le cas des fermions, doivent être 
antisymétriques, lors de la permutation de deux arguments quelcon- 
ques, les opérateurs a°, a? pour les fermions doivent être anticom- 
mutatifs entre eux : 


{aï, a;j}=aia; + a;ai —0, (2.2.21) 
Pour trouver le résultat de l’action des opérateurs a? sur les vec- 
teurs d'état |...7,, . .., nj, . . .), il faut préalablement mettre 


en ordre le système de nombres quantiques à des états individuels 
des particules, c’est-à-dire attribuer à chacun des états à un indice 
entier # = 1, 2,... La suite ordonnée ainsi obtenue é,,i,,. .., ip, . .. 
sera désignée simplement par 1, 2, LR 

Nous allons trouver maintenant le résultat de l’action des opé- 
rateurs a? sur le vecteur d'état | 7,, ..., nrj, . . .) à partir de la 
relation 

j—1 


DE 
ailns, ..., ny, ...)=(—1)t"1 On ;: ol 74, ss je d-4e0)5 (25229) 


On vérifie aisément que cette définition se trouve en accord avec la 
formule (2.2.21). 
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En prodédant tout comme pour le système de bosons, on obtient 
à partir de la formule (2.2.22) 


j—1 
Sn 
ani, .….., UZE ...)=(—1)7i Ôn;, 11741, ..., n; — À, REP (2.2.23) 
En introduisant l’état de vide ®, = | 0) comme un état dans 
Jequel tous les nombres de remplissage sont nuls, on peut à l’aide 
de (2.2.22) trouver tous les vecteurs d'état | 73, . .., np, . .) 


Lu, ..., nn, ...)=(at)""... (at) #...[0).  (2.2.24) 


À partir des relations (2.2.22), (2.2.23), on déduit les conditions 
de commutation des opérateurs a;, a 


{a;, aj} ee. 0, {ai, a} . Ôij- (2.2.25) 


Les formules (2.2.24) montrent que la condition de complétude 
pour des vecteurs |7,, . .., Rx, - . .) est comme préalablement, 
donnée par (2.2.7); de plus il y a lieu de respecter l’ordre de succes- 
sion des opérateurs d’annihilation et de création mentionnée dans 
(2.2.7). 

La condition de complétude montre que toutes les formules 
(2.2.8) à (2.2.16), obtenues ci-dessus pour les bosons, restent égale- 
ment vraies pour les fermions. Notons que les opérateurs de création 
et d’annihilation d’un fermion Ÿ*' (x), Ÿ (x) au point x donnés com- 
me précédemment, par les formules (2.2.18) satisfont à la condition 
de commutation suivante: 


{p (&), p (&°)} = 0, {p (æ), p*(&°)} = Ê(æ —zx'). (2.2.26) 


Jusqu’à présent, pour plus de simplicité, nous avons supposé les 
particules sans spin, cependant il n’est pas difficile de tenir compte 
du spin de la particule. À savoir, si la particule a un spin s, on peut 
introduire les opérateurs de création et d’annihilation d’une parti- 
cule au point x avec une projection donnée de spin © sur un certain 
axe (—Ss<o& +s): 

P(x)=7 /E eira,s, pi(x)=7" "7 2'e-tais. 
» » 

2.2.2. Opérateurs des grandeurs physiques. Nous allons mainte- 

nant passer à la recherche des opérateurs des grandeurs physiques 


dans la représentation de la quantification secondaire. Les opéra- 
teurs du nombre de particules N, de l'impulsion P;, et du moment 


7—0393 
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de la quantité de mouvement MW; sont donnés par les formules 
N = | diré (x) be (x), 


pie —+ | dr (4è (x) EE — La Wo(x)), (2.2.27) 


Mi= | dixbs (x) {si+ eine (2 —— ir jh , Po’ (x), 


où sy; (à = 1, 2, 3) sont les matrices spinorielles (s;)597 et £ixs Un 
tenseur entièrement antisymétrique unitaire. 

En utilisant les relations de permutation (2.2.19), (2.2.26) pour 
les opérateurs 4 (x), p* (x) ainsi que les relations 


[A, BC] = 14, BlC +B1[4, C] = —B {A, C} + {4, B)C, 


vraies pour des opérateurs quelconques À, B, C, il est facile de voir 
que 


IN, (xN= —p(x), [Pr p(al=i LE, 


[Mi p(x)]= —{s++ El (ac —)}+ (x) 


Le hamiltonien du système dans le cas de l’interaction binaire 
entre les particules, décrite par l'énergie d’interaction V (x — x’} 
est donné par la formule 


He = Ho+V, Hope | div (x) Vho (x) 


(2.2.28) 


Va | des deu, (a) 8, (æ2) V (ai — &2)os (æ2) Vo, (æ4), 
(2.2.29» 


où m est la masse de la particule. 

Si les particules sont douées de la charge électrique e et que Île 
système se trouve dans un champ électromagnétique À = (4, ) 
(A (x, t)et ® (x, t) sont les potentiels vectoriel et scalaire), dans la 
dernière formule é#, est l’opérateur 


Geo (A)= 7 À de (V +4) vô (œ) (V — 4) ve (a) + 
+e (dé (x) bo (sc) pe, 1) — À | Bnpé (x) Soo X 
X Vo (x) H(x, t), (2.2.30) 


où F1 = rot A est le champ magnétique extérieur, u le moment ma- 


gnétique et s le spin de la particule. Nous allons voir que les opéra- 
teurs N, P;, M;, é#, sont unaires, et l'opérateur Ÿ binaire. 
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L'opérateur de l’énergie totale dans la représentation de la quan- 
tification secondaire donne l’évolution du vecteur d'état dans le 
temps 


i 0) 


= HO (t). 


Nous allons maintenant trouver les opérateurs de densité des diffé- 
rentes grandeurs physiques. Conformément à (2.2.27), (2.2.29) les 
opérateurs de densité des masses p” (x), de l'impulsion x; (x) et de 
l'énergie e (x) sont donnés par les formules 


pm (x)= mp" (x) (x), (x) = (EE à (x) — pt (x) PEL), 


e(x)=5 Vi (x) V(x)+ (2.2.1) 


++ BRV(R)Ÿ (x +R)# (x) p(x)p(x +R), 
de telle sorte que 


M =mnN — | dzpim) (x), P,— | drn; (x), A = | d‘xe (x). 


Les opérateurs de densité de la charge électrique p‘°(x) et du 
courant ÿ‘® (x) sont nn. pe les formules 
de 


çe _—_ ( 

PCR) pefeg à SOC) = cp 
où est le hamiltonien du système en présence d’un champ 
électromagnétique extérieur (4, q). En vertu de (2.2.30), on a 


pe (x) = ep" (x) Ÿ (x), 
Se {8 (VA) —-(v+< 4) ve)+ 
+ch rotytsp.  (2.2.32) 


Les opérateurs de densité des grandeurs physiques ont la structure 
suivante : 


a(x)= D \ Er, ... Ermb (x) -.. Y'(Xm) X 


nm 
X a(æx » Lys L'm ; Lys ln) p(x:) Pr p(æ), (2.2.33) 
où le noyau a (t;x,, ..., Tm; Ti, . . :; Th) décroit rapidement, si 
ne serait-ce qu'un des points æ,, . . ., Tim Ts + + +) Lns S ‘éloigne du 


point æ. Nous appellerons les opérateurs de ce type quasi locaux. 
Si le noyau a est proportionnel aux fonctions delta et à leurs déri- 
vées (d'ordre fini), de telle sorte que l'opérateur a (x) ne contient 
que les opérateurs 1 (x), ÿ* (x) et leurs dérivées d'ordre fini au point 


ri 
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z, l'opérateur a (x) est dit local. Les opérateurs p° (x), p‘° (x), 
nr; (x) sont locaux, quant à l'opérateur & (x), il est quasi local. 

Si le noyau a (x) ne dépend que des différences æ — x,, x — æ:i, 
en vertu de (2.2.28), on a 


i da (x) 
OR 


—=[P,, a (x)]. (2.2.34) 


Les opérateurs satisfaisant à cette relation sont appelés invariants 
par rapport à la translation. Les opérateurs p!” (x), x, (x) sont inva- 
riants par rapport à la translation, quant à l'opérateur 7° (x), il ne 
l’est pas. 

Nous allons maintenant trouver les opérateurs de densité des 
flux de masse j{"’(x), de l'impulsion t,; (x) et de l'énergie q, (x) [85]. 
Nous montrerons préalablement que l’opérateur de la dérivée par 
rapport au temps, d'un opérateur quasi local quelconque a (x), 


dans la représentation de Schrôdinger a (x) = —ila (x), |], peut 
s’écrire comme suit 
ia(æ)=[e(x). A]— De, (2.2.35) 


où e(x) est l’opérateur de densité de l'énergie, A= | d‘xa (x) et 


1 
en(æ)=i | d'a | défe(æ—({—£6)x"), a(æ+Ex')]]  (2.2.36) 


0 


Pour la démonstration nous allons vérifier tout d’abord qu'on a les 

relations : 

da}, (x) 
ÜTkR 


i[À, b(x)]= —i[B, a(x)) — 


i[À, a(x)]= san 


| (2.2.37) 


bg (&) 
OTR 


| (2.2.38) 


où a (x), b (x) sont des opérateurs quasi locaux quelconques, B est 
lié à b (x) par la même relation que À à a (x) et 


ai(x)= | dr a | tete (22 a(x+Ex')], 


1 


be (æ)=i | da'zi | dla (æ—(1—E) x), b(æ +Ex)l. 


0 
A cet effet, nous allons écrire à [4, a (x)] sous la forme 


4, a(æ= | d'a {a(x—x"), a(x)]—[a(x), à (æ+2")1} 
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A, a(a)=+ | de [a+ [a (æ+Ex"), a(x—(1—E)x")]. 


En remarquant que la grandeur E entre dans le commutateur par 
l'intermédiaire du terme x + Ëx’, on peut écrire cette formule 
comme suit 


i[ÀA, a(x)]=-— _ to | d'x’x, déla(æ+Ex"), a(æ—(1—E) x')], 


ce qui permet d'obtenir (2.2.37). 

Pour voir si (2.2.38) est vrai, il y a lieu de remplacer, dans 
(2.2.37), l'opérateur a (x) par a (x) + b (x) et de prendre les produits 
du type a-b; on obtient finalement 

_ ; - 0bp (&) 
14, b(x)1= —ÿi(B, e(x)— 0 


où 


1 
(x) = | da'zi | dE(a (æ—(1—E)æ"), b(æ+Ex")1+ 
0 


++ | dira | dE (b(æ—(1—5) at), a(x +Ex")]. 


En effectuant dans le second terme, le changement de variables 
E—4—E6,x"—> — x’, on obtient la formule (2.2.38). 

Remarquons que, si les opérateurs a (x), b (x) sont hermitiens, 
les opérateurs a, (x), b4 (x) seront également hermitiens. De plus, 
ces opérateurs sont quasi locaux, car, vu les relations de permuta- 
tions (2.2.19), (2.2.26), les opérateurs ax (x), b, (x) contiennent les 
opérateurs Ÿ (x’}), 1* (x’) dont les arguments sont voisins du point zx. 
À partir de (2.2.38), on obtient directement la formule (2.2.35). 

La formule (2.2.35), avec les conditions de symétrie du hamilto- 
nien, permet d'exprimer les opérateurs de densité des flux en fonc- 
tion des opérateurs de densité des grandeurs physiques. 

En posant, dans la formule (2.2.35), a (x) = pt"? (x) et en re- 
marquant que 


il, e(x)]=0, M— | dzp0 (2), 


on obtient 
jé (æ) 


pr (æ) — 4 © | (2.2.39) 
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où, en vertu de (2.2.36), 
Î 

jh (x) =i | dir't$ | défe(æ—(1—E) x’), p (2 +Ex')]. 
0 


Cette grandeur est l'opérateur de densité du flux de masse. 
Puis, en posant dans (2.2.35), a (x) = n7 (x) et en remarquant que 


ie(x), P= SD, Pi | dem (x), 


on obtient 
Tx (2) — Ori (x) , (2.2.40) 


Ôz} 
où, conformément à (2.2.36), 


1 
tu (e)= —e(x) Oui | da'zi | dEte(x—(1—5) &°), na (x+Ex")le 
0 


Cette grandeur est l’opérateur de densité du flux d’impulsion (ten- 
seur de tension). 

Enfin en posant dans la formule (2.2.35) a (x) = e (x) et en te- 
nant compte de ce que 


ile (x), SE] = —e (x), 
on obtient 
e(x)= 2220 (2.2.41) 


dTh 


où en vertu de (2.2.36) 
1 


m(x)=z | dirai | dEfe(x—(1—5)2"), e(æ+Ex")]. 
0 


Cette grandeur est l’opérateur de densité du flux d'énergie. 

Remarquons que les expressions obtenues pour les opérateurs de 
flux ne sont en général pas univoques, car on peut leur ajouter des 
vecteurs quelconques dont les divergences sont nulles. Dans le para- 
graphe suivant, nous allons montrer que les expressions mention- 
nées pour les opérateurs de densité des flux ont des propriétés régu- 
lières de transformation par rapport aux transformations de Galilée. 

Les opérateurs de densité des flux peuvent facilement s'exprimer 
à l’aide des formules (2.2.31), en fonction des opérateurs de champ 
® (x), d* (x). Nous ne donnerons ici que l’expression de l’opérateur 
de densité du flux de masse 


HT (æ)= + i (# dp*+ e (x) —v" (x) SX) (2.2.42) 
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{nous avons tenu compte du fait que [p° (x), pt (x’)] = 0). En 
comparant cette formule avec (2.2.31), on voit que j£#7 (x) = xx (x). 
Ceci est lié à l’invariance des équations de la mécanique quantique 
par rapport à la transformation de Galilée. 

Les opérateurs des grandeurs physiques additives — nombre de 
particules, impulsion et énergie du système — sont des intégrales 
spatiales des densités correspondantes qui sont des opérateurs quasi 
locaux. C’est pourquoi nous dirons que l'intégrale spatiale d’un 
opérateur quasi local quelconque (2.2.33) est additive. Si un opérateur 
additif commute avec le hamiltonien du système, c’est une inté- 
grale additive du mouvement. Ainsi, par exemple, les opérateurs 
M, P;, é£ sont des intégrales additives du mouvement, alors 
que M° ou MA, en tant qu’intégrales du,mouvement, ne sont pas 
additifs. 

Si les opérateurs a (x), b (y) sont quasi locaux, l'opérateur 


ag (x) = exp (iB) a (x) exp (—iB), B — ( dSyb (y), sera également 


quasi local. En effet, rapportons-nous à la formule 
| : _ 2 
éiBp(x)e-B=vp(x)+ilB, p(æ)+SI8, (8, p(x)l+.. 


d (1) étant un opérateur quasi local, les arguments des opérateurs 
+ (z’}), v* (x’) qui figurent dans [B,  (x)], [B, [B, + (x)]] se trouve- 
ront, en vertu des relations canoniques de commutation (2.2.19), 
(2.2.26), au voisinage du point z, ce qu'il fallait démontrer. 

Comme le hamiltonien est un opérateur additif, l’opérateur quasi 
local a (x), dans la représentation de Heisenberg, a (x, t) — 
= exp (it) a (x) exp (—idÆt) sera également quasi local. 

Pour conclure ce paragraphe, remarquons que la théorie de la 
quantification secondaire, que nous avons exposée, peut facilement 
être généralisée au cas où le système est formé de particules non pas 
d'une seule sorte, mais de deux sortes différentes. 
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2.3.1. Invariance des équations de la mécanique quantique vis- 
à-vis des transformations continues. Les équations de la mécanique 
quantique peuvent être invariantes vis-à-vis de certaines transfor- 
wations des opérateurs et des vecteurs d'état. Les plus générales de 
ces transformations sont liées aux propriétés de symétrie de l’espace 
et du temps. Nous allons étudier ici ces transformations, en utili- 
sant la représentation de Heisenberg de la mécanique quantique. 
Seuls les opérateurs seront transformés, quant aux vecteurs d’état, 
ils resteront inchangés. Comme tous les opérateurs peuvent s’expri- 
mer en fonction des opérateurs 1} (x, t), ÿ* (x, t) satisfaisant aux équa- 
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tions du mouvement (voir (2.1.8)) 
ME Eh (e, 9, D DE ppt (ce, 2), SE ()I 
(2.3.1) 
et aux relations de commutation simultanées (voir (2.2.19), (2.2.26)) 
hp (x, 1), V(z’,4)]1=0, [p(x,t}), p*{(x’,t)}] = 6(æ—zx'), (2.3.2) 


il suffit de considérer les représentations de ces seuls opérateurs. 
(€ (test ici le hamiltonien du système exprimé en fonction de , 
+*. Nous avons écrit les relations de commutation seulement pour 
les opérateurs de Bose; pour les relations de commutation pour les 
opérateurs de Fermi voir (2.2.26).) 

Considérons la transformation suivante des opérateurs: 


Pa, px, 1) = Lx, t; px", t)), (2.3.3) 


Où L(xz, t; Y(x”, t)) est une certaine fonctionnelle de + (x”, t), 
Ÿ+(x”, t). Nous allons supposer que les opérateurs transformés 
Ÿ" (x, t), d'* (x, t) satisfont aux mêmes relations et aux équations du 
mouvement que les opérateurs % (x, t), d* (x, t). Comme les opéra- 
teurs +”, #"* et +, y* doivent satisfaire aux mêmes relations de com- 
mutation, ils sont liés entre eux par une transformation unitaire *) 


dD'(æ, t) = Urv (x, t) U}, (2.3.4) 


où VU, = UÙ (t,% (x, t)) est un certain opérateur unitaire, fonctionnel- 
le dep (x, t), b* (x, t), qui peut être une fonction explicite du temps t. 
Si les transformations (2.3.3) ne contiennent pas { d’une manière 
explicite, U, ne dépendra du temps que par l'intermédiaire des argu- 
ments fonctionnels + (x, t), d* (x, t). Remarquons qu’un opérateur 
quelconque À commutant avec 1 et * est un multiple de l’opéra- 
teur unitaire J: 


(A, D (x, t)] = [4, p* (x, 1] =0, À = 1, (2.3.5) 


i] est facile d'en conclure que l’opérateur unitaire U, est donné par 
a transformation (2.3.3), à un facteur numérique près égal en modu- 
e à l'unité. 
En vertu de (2.3.4), on a 
A (pb) = & (p', p'*) = USE (y) Ur. (2.3.6) 


Comme les opérateurs 4, * et 4”, #’* satisfont aux mêmes relations 
de commutation, la condition d'’invariance des équations du mou- 


*) Nous rejetons d'une manière non explicite la possibilité d'existence de 
représentations unitaires non équivalentes pour les relations de commutation 
canoniques, car Îles opérateurs unitaires U, figurant dans (2.3.4) seront trouvés: 
d'une manière explicite. 
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vement peut se formuler comme suit 
tp, de (p')], M tp+, SE (p')]. 


Compte tenu de (2.3.6), ainsi que des équations (2.3.1), (2.3.5) on 
obtient U, = U exp {io (t)}, où U est un opérateur unitaire ne dé- 
pendant pas du temps, et o ({) une fonction réelle quelconque du 
temps. L'opérateur U, étant donné à un facteur de phase près, on: 
peut poser œp (t) = 0, c’est-à-dire supposer que VU, = U ne dépend 
pas du temps, dU/dt = 0. Il s'ensuit 


—i = 0, (4), (2.3.7) 


où 0”/ôt est la dérivée partielle de l'opérateur U (t, 4 (x, t)) par rap- 
port au premier argument {. Remarquant qu'en vertu de (2.3.6), 


(7) =  (p) + IV,  (p)l U*, 


on peut écrire la condition d’invariance des équations du mouve- 
ment (2.3.7) sous la forme 


GE (Ÿ')= GE (D) —i SU. (2.3.8) 


Comme dU/dt — 0 chaque transformation de symétrie (2.3.3) donne- 
lieu à une intégrale du mouvement U. 

Les relations mentionnées se rapportent, dans le cas général, aux 
transformations arbitraires (2.3.3) qui peuvent être tant linéaires 
que non linéaires par rapport à Ÿ. Dans la suite, nous n "envisagerons 
que les transformations (2.3.3) linéaires par rapport à % qui tee 
dépendre d'un certain nombre de paramètres continus À° (a = 1, 

., n) et qui forment un certain groupe & [36]. Ceci signifie que 
si on effectue successivement deux transformations (2.3.3) auxquel- 
les correspondent deux valeurs À, et À, des paramètres À, à la trans- 
formation résultante correspondent certaines valeurs À, des paramè- 
tres À : 


= À: M), (2.3.9) 


déterminées d’une manière univoque par les grandeurs À, À. De 
plus, les opérateurs unitaires U = U (À) que nous avons introduits 
forment une représentation unitaire du groupe &, agissant dans 
l’espace hilbertien des vecteurs d'état du système 


U (à) = U (à) U (M). (2.3.10) 


Supposons qu'aux valeurs À = À, corresponde une transformation: 
identique dans le groupe #, de sorte que U (A4) = 1. Aux transfor- 
mations infiniment voisines de la transformation identique corres- 
pondent les valeurs À, -+ ôÀ des paramètres À et l'opérateur unitaire 
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U (ko + 6à): 
n 
U (20 + ÔÀ) = 1 +i 2 ôÀ°G,- 


Les opérateurs hermitiens G, figurant ici sont dits générateurs du 
groupe &. Ce sont, de toute évidence, des intégrales du mouvement. 
Comme U (À:) U (A) U* (ho) = U (À (os À (as À72))), où À 71 sont 
les valeurs des paramètres À correspondant à la transformation inver- 
se, c’est-à-dire À (À, À!) = À,, pour À; = Ào + ÔÀ, les paramètres 
À (os, À (A À!) seront voisins de À,. C'est pourquoi 


U (Aa) GU* (ka) = © Upe (Aa) Ge 


-où les grandeurs u,. (À.) sont données seulement par la loi d’addi- 
tion (2.3.9) des paramètres À du groupe #. Il est facile d’en conclu- 
re que 


[Gas G»)] ss 2 LabcGc (2.3.11) 


AVEC Labe — —à (dupe (A)W/ON)1=10. Ces grandeurs appelées constan- 
tes structurales du groupe ne dépendent pas, comme le montre la de- 
monstration, de la représentation du groupe et sont données seule- 
ment par la loi d’addition du groupe. 

Les translations et rotations spatiales, liées à la symétrie de 
l'espace, ainsi que la transformation de Galilée et les transforma- 
tions de phase sont des transformations linéaires continues. 

Lors des transformations de translation 


Vo (&, {) — Vo (&, t) = Vox — d,t) (2.3.12) 


formant un groupe continu de paramètres de déplacement « continu, 
les relations de permutation pour les opérateurs %, Ÿ* et 4”, w’* 
restent inchangées, c'est pourquoi 


d'(æ, 1) = px — à, t) Ua (x, t) Ua, (2.3.13) 


d'où, compte tenu de la relation (2.2.28), on obtient l’expression 
suivante pour l'opérateur unitaire Ua: 


Ua = exp {iPd}. (2.3.14) 


Pour des translations infiniment petites on a UV, = 1 + i Pd. C’est 
pourquoi l’opérateur d’impulsion P est un générateur du groupe de 
translations. Il est facile de voir que la condition d’invariance des 
équations du mouvement (2.3.8) est vérifiée si le hamiltonien du 
système est invariant par rapport à la translation (ceci signifie que 
pour le hamiltonien du système (2.2.29) le noyau V (x — x’) est une 
fonction de la différence x — x”). Notons que pour la translation on 
a d'Uu/ôt = 0. 
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Les transformations des rotations spatiales sont données par les 
formules 


Yo (&, t) —+ a (æ, ?) = Ras’ (a) Vo’ (ax, t),  (2.3.15) 


où a est une matrice orthogonale de l’espace tridimensionnel, aû = 1 
(le signe — indique la matrice transposée), déterminée par trois pa- 
ramètres indépendants continus (par exemple les angles d’Euler), 
et R (a) une matrice unitaire dans l’espace spinoriel, qui doit satis- 
faire à la relation de groupe 


R (a) R (a) = Ri(aa'). 


Comme les opérateurs 1, p* et #”, b’* satisfont aux mêmes rela- 
tions de permutation, on a 


p'(œ, t)=R(a)Ÿ(a x, t) = Ub(x, t) Uz. (2.316) 


Si le hamiltonien est de la forme (2.2.29), où V (x — x’) dépend 
seulement de |z — zx” |, la condition d’invariance des équations du 
mouvement (2.3.8) sera vérifiée quel que soit À. Par contre si le 
hamiltonien contient des matrices spinorielles s; dans des combinai- 
sons invariantes (x — zx’) s, ss, comme par exemple, le hamiltonien 
de l'interaction dipolaire magnétique 


Va= — 7 (4) dndrzstt (a) (02) x 


s SaR)-.3— R? 2 
x On) CR È  Créel y (23) Ÿ (2%) 


avec R = æ, — æ:, la condition (2.3.8) (pour les rotations 9'U,/ôt = 
= 0) sera vérifiée si 


R* (a) s:R (a) = airSr. (2.3.17) 
Pour des rotations infiniment petites 
Gin = Ôin + Ein Ein = —Ent | Ein | K 1 


la matrice À (a) peut s'’écrire sous la forme 


R(a)=1+4en D D,=-D. (2.3.18) 


En substituant (2.3.18) dans (2.3.17) et en se limitant aux termes 
linéaires par rapport à €;x, on obtient 


[Nas 50] = Onisi — Ou, 
d'où, compte tenu de ce que Îs;, sal = ie;xiSr, on trouve 
D = Emiste (2.3.19) 
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Aux rotations infiniment petites correspond l'opérateur unitaire 
i 
Uo=1+senMius Mu= —Mi, 


où M}, est le générateur du groupe de rotations. En substituant cette 
expression dans (2.3.16) et en se limitant aux termes linéaires par 
rapport à £;x, on obtient 


: Ô (4) 
[Min D (x, t)]= —{5 +: (zx mg) } (er, t). 
En comparant cette formule avec (2.2.28), on voit que 
Mix = einMi, (2.3.20) 


où M, est l'opérateur du moment de la quantité de mouvement du 
système. 
Les transformations de Galilée sont données par les formules 


3 
De, 1) ÿ (x, 1) = (x —ut, t)exp {imux —i t}, (2.3.21) 
où uw est un paramètre continu du groupe. (Il est facile de vérifier 
que ces transformations forment effectivement un groupe.) 
Comme les opérateurs +, d* et %”, %”* satisfont aux mêmes rela- 
tions de commutation, on a 


d'(x,'t)=vp(x—ut,ft) exp{imux —i FT Si 


=U,vd(x,t)UX. (2.3.22) 
En remarquant que 


u [ [ass æ pm (x, Lt), bP(æx, s)] = —muxvb(x, t) 
et en utilisant (2.2.28), on montre aisément que 
U,—=exp { —iu | Saxptm (x, t) +iupt} : (2.3.23) 


On peut transformer cette formule, en utilisant la relation bien con- 
nue 


exp (À + B) = exp (4) exp (B) exp (— [A, B]), 
qui est vraie si [A, B] commute avec À et B. Vu que l’opérateur 
[amp (æ, 2), Pr ]=iôn M 
commute tant avec P;, qu'avec | dzrx,p® (x, t), on obtient 


U, =exp {iuPi+i& Mt} exp { — iu | Braptr (æ, t)} : 
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On voit que dans le cas des transformations de Galilée, à la diffé- 
rence des transformations (2.3.12), (2.3.15), on a d’U./0t = 0, à 
savoir 

g'U, + .- . ui 

TH U* =iPu+i M. 
(Ceci est lié à ce que les transformations (2.3.21) contiennent le 
temps sous forme explicite.) Vu (2.3.21) on en déduit que la condi- 
tion d’invariance des équations du mouvement (2.3.8) sera vérifiée 
si le hamiltonien #£ a la structure (2.2.29). (I1 peut contenir égale- 
ment des termes du type Vu.) 

La dérivée totale de l'opérateur U, est nulle en vertu de la loi 

de l’uniformité du mouvement du centre d'inertie du système 


_ { | Prrpt (x, t)— Pt} =(. (2.3.24) 


En posant dans la formule (2.3.23) : = 0 et vu que pour t{ = 0 
les opérateurs de Heisenberg et de Schrôdinger coïincident, on peut 
écrire U, comme suit! 


Uu=exp {—iu | Prxp (x)}. (2.3.25) 


Nous allons maintenant trouver les lois de transformation des 
densités des grandeurs physiques dans la représentation de Schrôüdin- 
ger pour la transformation unitaire U, [85]. Remarquons à cet effet 
que l’opérateur de Schrôdinger 1 (x), en vertu de (2.3.22), se trans- 
forme lors de la transformation unitaire U, conformément à la 
formule 


Up (x) Ur = + (x) exp {imuzx}. 
En utilisant les expressions (2.2.31) pour op”, x,, &, on obtient 
Up (æ) Us = 0 (x), 
Un, (x) U4 = (x) + up (x), (2.3.26) 
Une (æ)Ui =e(x)+uanx (x) + 3029" (x). 


Pour établir les propriétés de transformation des densités des 
flux, nous allons utiliser les formules 


1 
| Bz'xi | défm(x—(1—Ë6) x"), nm (x +Ex’)] = 
0 


= ôun (x) + 6m (x), (2.3.27) 


1 
ï | dr'ai | dE Li (æ — (1 —5) &°), 0° (x + E2°)] = Op” (x), 
0 


410 MÉCANIQUE STATISTIQUE DES SYSTÈMES QUANTIFIÉS (CH. © 


qui découlent directement des définitions (2.2.31) des opérateurs 
fix), p°® (x) et des relations de commutation (2.2.19), (2.2.26). 

En utilisant les formules (2.2.39), (2.2.40), (2.2.41) et (2.3.26) et 
compte tenu de (2.3.27), il est facile de voir que 


Uk (æ)Uh = je (ac) + wap? (æ), | 
Uutu (a) Ur =tu(x)+ui (x) +unx (x) +uwp (x), (2.3.28) 
Uuqn (æ)U4 = qn (2) + uit (x) + 


+ une (2%) + uauisu (x) Fa F u2(jh (æ)+u:xp® (x)). 


Nous utiliserons ces formules pour trouver les équations de l'hydro- 
dynamique des liquides normaux et superfluides. 

Les formules (2.3.12), (2.3.15), (2.3.21) ont un <ens physique di- 
rect, à savoir elles donnent les propriétés de transformation des 
opérateurs w, * lorsqu’on passe d’un système de référence à un 
autrer 


dx, t)— (x, t), 


où les grandeurs non primées <e rapportent au système ÆK, et les 
grandeurs primées au système X”. Dans le cas des translations on a 
alors 


zx =x+d (2.3.29} 


et 1” (x, t) est donné par la formule (2.3.12). Dans le cas des rota- 
tions on a 


ZT x = ax (2.3.30) 


et y” (x, t) est donné par la formule (2.3.15). Enfin dans le cas des 
transformations de Galilée 


T—z =x ut, (2.3.31) 


où uw est la vitesse du système X par rapport à K”, et Ÿ’ (x, t) est 
donné par la formule (2.3.21). (Soulignons que partout x et x’ sont 
les coordonnées d’un même point dans les systèmes X et K’). Les 
transformations (2.3.12), (2.3.15), (2.3.21) sont linéaires et déter- 
minent une certaine représentation des groupes (2.3.29), (2.3.80), 
(2.3.31). 

Dans chaque système de référence nous allons trouver, à l’aide 
des opérateurs #, %*, les opérateurs de différentes grandeurs physi- 
ques. Dans ce cas, si dans le système À, à une certaine grandeur phy- 
sique correspond l'opérateur a (x, t; % (x”, t)), dans le système XÆ” il 
lui correspondra l'opérateur a(z’,t;#"(x”",t))}=Ua(x’,t;w%(x",t))U*. 
La valeur moyenne des grandeurs physiques est donnée, en vertu de 
(2.1.2) par l'opérateur statistique p, qui, dans la représentation de 
Heisenberg ne change pas lorsqu'on passe de X à K”. C’est pourquoi 
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la valeur moyenne des opérateurs se transforme conformément à& 
la formule 


a (x, t) = Sp pa (æ, 1, Y)— a" (x, t) = 
= Sp pa (z’, t; d') = SppUa(zx’,t;, +) U*.  (2.3.32): 


Remarquons que les opérateurs w (x), $* (x) ne sont pas transformés 
dans la représentation de Schrédinger, pour ce qui est de l'opérateur 
statistique p ({) = exp (—ié#t) p exp (iét), en vertu de (2.2.32) 
il se transforme conformément à la formule 


p(t)—p (t)=e ture io (the ÆIVe Et, (2.3.33). 


Parmi les transformations continues qui laissent invariantes les. 
équations de la mécanique quantique, il y a lieu de citer encore les. 
transformations de phase, à savoir 


dx, t) >" (œ, 1) = el (æ, à), (2.3.34)- 


où & est un nombre réel arbitraire. Les opérateurs 4, 4* et 4”, d°* 
satisfont aux mêmes relations de commutation et aux mêmes équa- 
tions du mouvement si l’on suppose que le hamiltonien contient un 
même nombre d'opérateurs 4% et #*. C'est pourquoi les opérateurs wŸ: 
et +’ doivent être liés entre eux par une certaine transformation 
unitaire U, qui agit dans l’espace de Hilbert et ne dépend pas du: 
temps 


(x, )=e-tap (x, = Uab(x, US. (2.3.35) 


D'où compte tenu des relations de commutation pour les opérateurs. 
4, v*, on obtient 


U, = exp {iaN}. (2.3.36) 


Pour une transformation de phase infiniment petite U, — 1 + iaN. 
Donc l'opérateur du nombre de particules N est un générateur du 
groupe des transformations de phase. 

Supposons maintenant que &, dans (2.3.34), soit une fonction des 
coordonnées et du temps: &« = ey (x, t), e étant la charge de la par- 
ticule. Comme dans ce cas +” et % satisfont également aux mêmes 
relations de permutation, on peut affirmer que ÿ’ et w seront liés 
par la transformation unitaire U; (t) 


p'(x,t)—=e-iatr hp(x, 4) =U(t) px, DUX(), (23.37) 


où l'opérateur unitaire U;(t) sera maintenant une fonction du 
temps. En vertu des relations de permutation (2.3.2) on a 


U,(t)=exp (E(dex(x, C0) (2.3.38) 
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Cette transformation unitaire joue un rôle important lors de l’étude 
du comportement du système dans un champ électromagnétique exté- 
rieur, lorsque le hamiltonien &# = € (4 ; , d*) dépend des poten- 
tiels du champ À = (4, ®). Il est facile de voir que si le hamiltonien 
du système est de la forme (2.2.30), les opérateurs Ÿ’ (x, t) satisfont 
aux équations du mouvement 


EE pp (e, 2), 6 (A: Ÿ', VI, 


où À = (4 + .… p — 0%X/ôt). Les transformations (2.3.37) sont 
appelées ET SE de calibrage. 

Remarquons que l’opérateur statistique dans la représentation 
de Schrôdinger, lors des transformations (2.3.34), se transforme con- 
formément à la formule 


p (t)— p"(t) = Up (+) VU, (2.3.39) 


p (t) et p” (t) satisfont aux équations du mouvement (2.1.7) avec le 
même hamiltonien. (Dans la représentation de Schrôdinger, les opé- 
rateurs 1 (x) et #* (x) ne se transforment pas.) 

Lors de la transformation de calibrage dans la représentation de 
Schrôdinger l'opérateur statistique se transforme d’après la formule 


p ()— p" @) = Ux (ë) p (4) Ux (t), (2.3.40) 


l'opérateur p (£) satisfaisant à l'équation du mouvement (2.1.7) avec 
le hamiltonien & (4 ; w, b*), et l'opérateur p” (t) à la même équation 
avec le hamiltonien Æ (A, wŸ, *). 

2.3.2. Iinvariance des équations de la mécanique quantique par 
rapport à la réflexion spatiale et à l’inversion du temps. Les équa- 
tions de la mécanique quantique sont invariantes, non seulement 
par rapport aux transformations des translations spatiales et des 
rotations, mais également par rapport aux réflexions spatiales : 


Du = —Zn tt =. (2.3.41) 


Les opérateurs 4 (x, £{) sont alors transformés conformément à la 


formule 
dr, t)—Ÿ" (x, t) = + (x, à). (2.3.42) 


Vu que les opérateurs (x, t) et ” (x, t) satisfont aux mêmes rela- 
tions de commutation et aux mêmes équations du mouvement (on 
suppose que la fonction V (x) figurant dans le hamiltonien (2.2.29) 
est paire, V (x) = V (—x)), ils sont liés entre eux par une transfor- 
mation unitaire % ne dépendant pas du temps: 


dr, t) =D (—2, 1) = Pb (x, 1) P*. (2.3.43) 


il s'ensuit que [F°?, pl = 0. Comme # est donné à un facteur de 
phase près, on peut, en vertu de (2.3.5), considérer que %° = 1 et, 
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par conséquent, les valeurs propres de l’opérateur sont égales à 
+1. L'opérateur % est appelé opérateur de parité spatiale. 

Considérons maintenant une autre transformation discrète : 
l'inversion du temps 


TL, —> ZT = Lyy L —+ = — 1, (2.3.44) 


Nous allons supposer que le système se trouve dans un champ élec- 
tromagnétique extérieur À (x, {) = (A (x, t), q (x, t)), dont dépen- 
dent tant le hamiltonien du système @ = GG (4 ; d), que l'opérateur 
de Heisenberg v (x, t) = 4 (x, t). En électrodynamique classique, 
lors de l’inversion du temps le potentiel vectoriel change de signe, 
et le potentiel scalaire reste inchangé 


Az, t)— A'(z, t)= A(z, —t), À (x, t)= 
= (—À (zx, t), px, t)). (2.3.45) 


A l’inversion du temps correspond la transformation suivante 


de Ÿ: 
Pa, tt) vd, 1) = Th, 1)*, (2.3.46) 


où 7 est une matrice unitaire, TT * = 1, qui agit sur les indices spi- 
noriels 1}, l’astérisque désignant l'opération de conjugaison complexe. 
Cette opération dépend du choix de la base dans l’espace de Hil- 
bert. En effet, si l’on a choisi une certaine base dans l’espace hil- 
bertien, l'opération de conjugaison complexe dans cette base est 
donnée par la formule 


(a lp In) = (nr | In"). (2.3.47) 

Les opérateurs ® (x, £) et Y” (x, t) satisfaisant aux mêmes relations 

de commutation, ils sont liés par l’opérateur unitaire U (agissant 
dans l’espace de Hilbert) 

d'(z, t)=Uv(x, t) U* = TA’ (x, —t}*. (2.3.48) 
L'opérateur ÿ4° (x, t), par définition, satisfait à l’équation suivante 
ED LE (2, 2), GE (A! D), 

d’où, compte tenu de (2.3.46) on obtient 
RD 1 Ce, ?), Gé (A, (TH (x, 1). 


Comme les relations de commutation pour les opérateurs 1 et Ÿ’ coïn- 
cident, pour que les équations du mouvement pour # et 4” coïnci- 
dent aussi, il faut que la relation 


Se" (À, (T-4))= de (4, Ÿ') 


8—0393 
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soit vérifiée. Cette relation devant être vérifiée pour À et Ÿ quelcon- 
ques, en remplaçant ici À —+ À et Ÿ’— T4*, on obtient 


SE (A, V)= 8 (4, Ty*). (2.3.49) 


Il est facile de voir que le hamiltonien (2.2.30) (dans lequel peut 
également figurer V,) satisfait à l'équation (2.3.49) si la matrice T 
satisfait à l'équation 

T's,T = —s; (2.3.50) 


(s? étant la matrice complexe conjuguée de s;). Si le spin des parti- 
cules est égal à 1/2, c'est-à-dire s; — 1/20;, où ©, sont les matrices 
de Pauli: 


0 1 O —à 1 0 
a (io) æ=( 0) #=(0 4) 


on a T = 02. 

En utilisant (2.3.48), on peut voir comment se transforment, lors 
d'une transformation unitaire ÜU correspondant à l'inversion du 
temps, les opérateurs des différentes grandeurs physiques. Considé- 
rons, par exemple, les opérateurs de densité de la charge et de densité 
du courant électrique (2.2.32). Il est facile de voir que 


Up (x, DU =p" (æ, —2) |, 7 


2.3.51 
Uÿ® (x, Ut —ÿ 0% (e, —0) |, x. si 


Les opérateurs des autres grandeurs physiques se transforment de 
la même manière 


UE (æ, 4) U* = eË* (x, —t) |,_= (2.3.52) 


où & — +1. Ce facteur est appelé signature temporelle de l'opéra- 
teur E. 

Notons qu'au lieu de l'opérateur unitaire U, on utilise souvent 
aussi l'opérateur antiunitaire U — UK [36], où Æ est un opérateur 
non linéaire complexe conjugué 


KIn)=1|nr), K(alp)+8 |')) = a*X | p)+B*K | p') 


et | z) une base, dans laquelle l’opération + dans * est déterminée 
(voir (2.3.47)); «, B sont des nombres complexes arbitraires et 
| ®), | ®’) des vecteurs arbitraires dans l’espace de Hilbert. Il est 
facile de voir que 


K*? = 1, (Xp, Kœ) = (q’, p)* 
et 
Kb (z)K = 4" (x), KGK = HS. 
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C'est pourquoi la condition (2.3.49) peut, en vertu de (2.3.48), 
s'écrire comme 


SE (4, YU (4, YU. 


On voit que pour À == 0, Ü commute avec le hamiltonien. Cepen- 


= 


dant l'opérateur U ne correspond pas à une grandeur eonservable 
(du type parité spatiale) car il est non linéaire. 


$ 2.4. Principe d’affaiblissement des corrélations 
et relations ergodiques pour les systèmes quantiques 


2.4.1. Principe d’affaiblissement des corrélations. Dans le para- 
graphe 1.1.2 nous avons formulé le principe d'affaiblissement 
des corrélations pour les systèmes classiques, principe en vertu 
duquel les fonctions de distribution à particules multiples des 
systèmes classiques s’écrivent sous la forme de fonctions de distri- 
bution à particules multiples, avec un nombre d'arguments moindre, 
lors d’une augmentation infinie des différences des arguments corres- 
pondants. Les systèmes quantiques satisfont à un principe analogue. 
Avant de formuler ce principe pour les systèmes quantiques, nous 
allons introduire les fonctions quantiques de distribution à particules 
multiples [18]: 


ft Œr os LR Yais y 1) = 
= Sp pb? (y)... p* (ui) % (æ1) - + - Dax), (2.41) 


où p est l'opérateur statistique du système. Il est évident que 


fn. (Œu : Th; Ya - Yi =. (Y ...) Yi: LR, .. “ XL). 


En particulier, pour # = l = 1, on obtient la fonction de distribu- 
tion à une particule f,, (x; y) — f*1 (y ; x), qui est une fonction 
complexe de deux arguments spatiaux z, y. A l’aide de cette fonc- 
tion, on peut introduire une fonction de distribution réelle à une par- 
ticule f (x, p), dépendant des coordonnées et de l'impulsion {[37]: 


fGe, p= | dtetrf (mt x), (249 


Tout en étant réelle, cette fonction (qui est appelée fonction de distri- 
bution de Wigner) n'est cependant pas positive. 
Si le système se trouve dans un état pur 


1 
IP=-zT | dti... Senp(æs, -.., Ln)| dy, Zn) 


ds q Gr . 7 zn) est la ne d'onde du système, l'opérateur 
Statistique du système peut s'écrire p — | @) ( |, c’est pourquoi en 
vertu de (2.4.1), (2.2.17), (2.2.5), la fonction de distributions à uns 


g* 
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particule sera donnée par la formule 
La + ! 1 
fa, (@ 5 æ)=(pl hp (æ)p(æ) | = | Fe +. Éxn, 
q° (x, 2 Xn)p(x”, Los -..) X y). 


Cette formule montre que f1, (x; x) est l’opérateur statistique d’une 
EE pour un système se trouvant dans l’état pur | @) (voir 
(2.1.5)). 

Si N —+ oo et Ÿ° —+ co, mais que V/7° reste fini, les fonctions de 
distribution à particules multiples f,., ont une limite finie diffé- 
rente de zéro. (Cette limite est appelée limite thermodynamique.) 
Notons que pour un état à impulsion donnée on a 


= (7) V4 (te — Lys + «+, En — 21) exp {ip(æ +... +zx,)/N} 


la fonction f1, (x; æ) (tout comme les autres fonctions de distribu- 
tion à particules multiples) tend vers zéro pour Ÿ° —+ oo et N fini. 
Dans la suite nous entendrons par fonctions de distribution à parti- 
cules multiples des fonctions (2.4.1) dans lesquelles on a fait le pas- 
sage à la limite thermodynamique. 

Les fonctions de distribution à particules multiples (2.4.1) sont 
symétriques par rapport aux variables x,, . .., x, et aux variables 
Y1s + - -, Ya pour des systèmes formés de bosons identiques et anti- 
symétriques par rapport à ces variables pour des systèmes formés 
de fermions identiques. 

Les fonctions de distribution à particules multiples pour les 
systèmes homogènes dans l'espace ne changent pas lors de la trans- 
formation de translation *) 


În.i (a os Ths Vis Y 1) a 
= fn, (Æ + d, es) TR + d; Ya + d, ss Yi + d), 
où d est un vecteur arbitraire. En utilisant (2.2.28), il est facile de 
vérifier que dans le cas d'état du système à homogénéité spatiale, 
l'opérateur statistique p commute avec l'opérateur de l'impulsion 
[p, Pa] = (. 


Nous allons maintenant formuler le principe d’affaiblissement 
des corrélations pour les systèmes quantiques [19]. Supposons que 
les points x,, ..., æ, se trouvent au voisinage du point X, et les 
points Ya: - - -, Yp AU Voisinage du point Y et qu'on a 

—> 


Sp ph" (æs) ++ (as) D (1) Pur) 
—> Sp ph° (æs) --. (xs)-Sp ph" (Y1) + - - P(Y») 


X-X-—00 


*) Dans certains cas pour les systèmes dégénérés (voir 3.2.1) la condition 
d'homogénéité spatiale se formule d’une autre façon (voir 6.2.2). 
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pour s et p quelconques, et avec cela le passage à la limite X — Y—- 
+ co s'effectue après le passage à la limite thermodynamique. On 
dit alors que l’opérateur statistique p, ainsi que la fonction de distri- 
bution à particules multiples satisfont au principe d'affaiblissement 
des corrélations. Il est évident qu'alors les fonctions de distribution 
à particules multiples d'ordre supérieur déterminent les fonctions 
de distribution à particules multiples d'ordre inférieur. 

Le principe d’affaiblissement des corrélations peut se formuler 
sous forme plus compacte à l’aide de la notion d’opérateur quasi 
local (voir le paragraphe 2.2.2). Il est facile de voir que le principe 
d’affaiblissement des corrélations sera satisfait si, pour une paire 
quelconque d'opérateurs quasi locaux a (x), b (y), on a: 


Sp pa(x)b(y) —> Sp pa (x)-Sp pb (y). (2.4.3) 


D-y— 


A plus strictement parler, cette relation doit être vérifiée pour 
[x — y | 5 r. où r. est le rayon de corrélation dans l’état p. 

Dans le paragraphe 2.2.2 nous avons montré que si a (x) est un 
opérateur quasi local et #æ un opérateur additif, l’opérateur 


a g(x) — ei Ba (x)e-18 


sera également quasi local. Il en résulte, compte tenu de (2.4.3), 


que l'opérateur e-® peï® satisfera au principe d’affaiblissement des 
corrélations si l'opérateur statistique p y satisfait. En particulier, il 
s'ensuit que l’opérateur statistique dans la représentation de Schrô- 
dinger p (t) = e"®%#" pei®£! satisfait au principe d'affaiblissement 
des corrélations pour tous les instants f{, s'il satisfait à ce principe 
à l'instant initial. 

Supposons que À soit un certain opérateur additif hermitien. 
L'opérateur statistique 


p — exp {Q 4 — A}, 4 — —In Sp exp (—À) (2.4.4) 


satisfera alors au principe d'’affaiblissement des corrélations si pour 
les fonctions de distribution à particules multiples correspondantes 
la limite thermodynamique existe. (Cette affirmation peut être dé- 
montrée dans le cadre de la théorie des perturbations.) En particu- 
lier, l’opérateur statistique de Gibbs 


w = exp {Q — B(S% —uP—uN})}, Spw =1 (2.4.4) 


satisfait au principe d'affaiblissement des corrélations ($ étant l’in- 
verse de la température, w la vitesse du système et pu le potentiel 
chimique). 

Notons que dans le cas général l’affirmation inverse n'est pas 
vraie : tout opérateur satisfaisant au principe d'’affaiblissement des 
corrélations ne doit pas obligatoirement être de la forme (2.4.4). 
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En particulier, la distribution microcanonique wt" = C1 (E — G#) 
n’a pas la structure (2.4.4) bien qu’elle satisfasse au principe d’af- 
faiblissement des corrélations et donne les mêmes expressions pour 
les fonctions de distribution à particules multiples (2.4.1) que la 
distribution canonique. (Cette affirmation est l’essence du théorème 
d'équivalence des différents ensembles thermodynamiques [115].) 
En nous limitant dans la suite aux fonctions de distribution à parti- 
cules multiples, nous allons considérer que l'opérateur statistique 
qui, à la limite Ÿ° —+ co, satisfait au principe d’affaiblissement des 
corrélations prend la structure (2.4.4). 

Les fonctions de distribution à particules multiples (2.4.1) peu- 
vent s'exprimer à l’aide de la fonctionnelle génératrice F (u, u*) [86] 


Æ (u,u*\=Sppexp {| d‘xu* (x) vx) exp { | d‘zu (x) Y (x)} . 
(2.4.5) 


où u (x) et u* (:) sont des fonctions c-numériques arbitraires des 
coordonnées dans le cas de systèmes formés de bosons *). Par contre, 
si le système est formé de fermions, les grandeurs uw (x), u* (x) seront 
anticommutatives entre elles et commutatives avec *, v: 


{u (x), u (x')} = {u* (x), u* (x')} = {u (x), u* (x°)} = 0. (2.4.6) 


Pour des systèmes formés de bosons, les fonctions de distribution 
à particules multiples seront des dérivées fonctionnelles par rapport 
aux variables u (x) et u* (c) de la fonctionnelle génératrice .F : 


fn, (24, ce) Ch Yis Yi) = 
OR (u, u*) 


= EC) 2 du En) dut QD = de UD (2.4.7) 


uœut=0 ? 


où les dérivées fonctionnelles 8 7/6, 6 7 /ôu* sont liées aux varia- 
tions de la fonctionnelle 7 (u, u*) par la relation 


ÔF (u,u°)=— | Prôu (x) 5e + | dirôu* (&)en. 

Pour les systèmes formés de fermions, les fonctions de distribu- 
tion à particules multiples peuvent également s'exprimer en fonc- 
tion des dérivées fonctionnelles. Les grandeurs u, u* étant anticom- 
mutatives, il y a lieu d'introduire ici des dérivées fonctionnelles de 
deux types: les dérivées gauches 6,:4/ôu, 6,A/ôu* et les dérivées 
droites Ô,4/ôu, Ô,4/ôu*. Ces dérivées sont liées aux variations de la 


*) Dans [20] on peut trouver des Rpprtaron de la méthode de la fonction- 
nelle génératrice dans le cas des problèmes de la mécanique statistique clas- 
sique. 
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fonctionnelle À par les relations. 
Ô1A 
ÔA — Î d'rôu (x) PU Î d“xrôu* (x) sr 
Ô-A 
= | ee ; Ôu (x) + | Éx er (x) ôu* (x) ; 
nous avons tenu compte du fait qu’en vertu de (2.4.6), 
{u, Ou} — {u*, Ou} — {u, ôu*} — {u*, Ou*} = 
Remarquant que 


mt] dr'u(x')}p(x')=p(x)exp | au(x’) p(x'), 
ep | diz'u(x")w(x" )=exp{| dzr'u(x')vp(æx )}p(æ), 


il est facile de voir qu’on a la relation 


În, 5 (X4s co.) Xp; Yys oo; Ys) = 
ô} ÈF (u, u*) 
7 Ou* (y)... ôu* (y) Ôu (Th) ... Ou (x) 


Ainsi la fonctionnelle génératrice, tout comme les fonctions de 
distribution à particules multiples (ou l’opérateur statistique), peut 
être utilisée pour décrire l’état du système. 

Nous allons montrer qu'à l’aide de la fonctionnelle génératrice, 
on peut également formuler le principe d’affaiblissement des corré- 
lations. A cet effet prenons pour argument fonctionnel w (æ) la som- 
me des deux fonctions ux (x) et ur (x), la première n'étant différente 
de zéro que pour les valeurs de x voisines de X et la seconde, pour 
des valeurs de æ voisines de X’. Dans ce cas, compte tenu des relations 
de commutation canoniques, on a de toute évidence pour les opéra- 
teurs +, v*: 


F (uxix) +uy (x)) = 
= Sp p exp {\ dzux (x) vd (æ)} exp {| d'ru x (2) Ÿ (æ)} X 


X Xp {| dzuy (x) Ÿ* (æ)) exp {| dSzuy (2) vd (æ)} : 
7: (u, u”) =F (u), 


et par conséquent, en vertu du principe d'’affaiblissement des corré- 
lations (2.4.3), on a 


F (ux (x) +ux(x)) 


Nous allons maintenant introduire les fonctions de corrélation 
Enet (Aus + + ŒR3 Yu + Yu). À cet effet, il est commode d’in- 


Ô,4 
u* ) 


(2.4.8) 


Uœmut=() 


> F (ux (x) F (ux(x)). (2.4.9) 


X—Y—00 
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troduire tout d’abord la fonctionnelle génératrice G (u, u*) liée à la 
fonctionnelle # (u, u*) par la relation 
F (u, u*) = exp G (u, u*). (2.4.10) 
La relation entre g4 ,; et G dans le cas de systèmes formés de bosons 
est telle que 
£h, 1 (4 so.) Chr Yis ce) Y1) = 
: 6kHIG(u, u*) 
— Ôu* (Y1) .… Ôu* (y) Ôu (1) ... ÔU (Tr) uœmut=( : (2.4.11) 
Pour les systèmes formés de fermions les fonctions de corrélation 
Lnt (Car + + + LR Ya + - -» Y.) Sont liées à la fonctionnelle G par 
une relation analogue à (2.4.8) 
£n, s (Li sc...) hs Wir ee: Us) = 
6; 6 G(u, u*) 
— Ou“ (y;)... Ou" (y) *6u (æx) ... Ou (3) luœut=0 * (2.4.12) 


Le principe d'’affaiblissement des corrélations formulé à l’aide 
de la fonctionnelle génératrice G peut, en vertu de (2.4.9), s’écrire 


comme suit 
Gux (x) +ur (x) —— > G (ux (&)) + G (ur (x). (2.4.13) 


Ce qui, compte tenu de (2.4.11), (2.4.12) donne la propriété essen- 
tielle des fonctions de corrélation 
SR, 1 (T1; oo. .) Th Wir ce, Y 1) —+ 0 (2.4.14) 


lorsqu'on écarte les arguments xz;, . .., Æn, Yu + - -, Yi d'une ma- 
nière quelconque. 

Nous allons donner des exemples de relations reliant les fonc- 
tions de distribution f:, avec les fonctions de corrélation g4,; 
en supposant pour plus de simplicité que les valeurs moyennes fx : 
diffèrent de zéro seulement pour À = L. Dans le cas de systèmes de 
bosons, en vertu de (2.4.10), (2.4.11), on a les relations 


fa.a (5 Va) = 81,1 (Ca 5 Va), 
f2,2 (Lis Los Yis Va) = 1,1 (C1 Ya) 81,3 (R2 5 Va) + 
+ Las (Ass Vo) La (M2 5 Vs) La. 2 (Lis Los Vis Yo), (2.4.15) 


_ Pour les systèmes formés de fermions, en vertu de (2.4.10), 
(2.4.12), on a les formules 


fus (Rss Ya) = Li, (La; Yu), 
fa. 2 (Lis Los Yu Va) = Li, 1 La 5 Vo) Li, (L25 Yi) — 
— gi (as 5 Va) La. (T2 5 Va) FH La. 2 (Ds Las Vis Yo,  (2.4.16) 
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En plus de la fonctionnelle génératrice pour les valeurs moyennes 
(2.4.1), on peut introduire la fonctionnelle génératrice 


F (Us, ui) = Sp p exp D u;a; x exp (2 Ua: | (2.4.17) 


pour les valeurs moyennes 
fra -..,k3;1",..., l)=Sppate, ...,afa ...a; = 


ot (u2, u?) 


Ou, ... Ou}, Oui ... OUR pour les bosons 


Uœu* =( 


dj PF (U1, uŸ) 
ouf, ... dur, up ... OU: 


pour les fermions, 
umœmut( 


où a, a; sont les opérateurs d’annihilation et de création des parti- 
cules dans l’état 1. 

En particulier, si i = (p, ©), où p est l'impulsion, © la projec- 
tion du spin, en vertu de la relation 


| d‘zxu (2) p (x) — > Ulis, u(x)=(7) > U\eXpipæ 
1 1 
on a 
F(u,u)=#F(u(x), u*(x)). 


2.4.2. Equations du mouvement. Dans le paragraphe précédent 
nous avons introduit les fonctions de distribution à particules mul- 
tiples pour les systèmes quantiques et formulé le principe d’affai- 
blissement des corrélations. Nous allons maintenant introduire les 
équations du mouvement pour ces fonctions. 

À partir de l'équation (2.1.7) 


POSE, p (01, 


pour l'opérateur Per p ({) d'un système, en l'absence de 
champs extérieurs, nous allons avant tout trouver l’équation du 
mouvement pour la fonctionnelle génératrice # : 


Fu, u° ; t)=Spp(t)exp { [ uvpt} exp { | up} 


où | uv= | diru (x) (x). En dérivant cette expression par rapport 
à t, et en utilisant (2.1.7), on obtient 


17 =Spp(r) [exp {| uv} exp{| up}, & | , 


où À = 0 + V et oet V sont donnés par les formules (2.2.29). 
Nous allons, pour plus de simplicité, envisager seulement des systè- 
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mes formés de bosons. Dans ce cas les grandeurs u (x) et u* (x) se- 
ront des c-nombres et on obtient 


= | Ex (p(x)—9" (x) — 
— 7 | PrdaV (ai — 202) (pass &2)—@° (61 Ta) 
où on introduit les désignations 
plæ)= (2m)! Spp(#) (x) Ab(æ)exp {| u*y'}exp{ | uy}, 
P(&t 22) = Sp p (6) W° (a) ° (x) D (:c2) D (æs) exp { | ut} x 


«ef 2). 


En remarquant que vu les relations de commutation canoniques 
pour , v* on a la formule 


v(x)exp {| up} =exp {| up} (u* (x) +4 (x), 
on trouve 
p(x) = (2m)"! Axe (u* (x + (x ) sn F [xx 


ps 2) (ut (es) +) (2% (eo) +) 


ô ÔF 
Oôu*(æ:) Oôu* (x:) ? 


c'est pourquoi l’équation du mouvement pour la fonctionnelle géné- 
ratrice d’un système de bosons sera [87] 


0# __— 
= | Pr {vur (0) v D my — Va (e) Vase) + 
ô 
++ | dx, dir (x — 22) {(u* (x) + Ou (4) ) = 


ô ô = 
X (u* (22) + &cs) Ou*(%1) Ou*(te) 


Ô Ô ô ô 
7 (ue (21) + Gus (x) ] (ue (22) + Bu* (z.) ] Gu(x1)  ôu(x2) }F. 
(2.418) 


Nous allons également donner l'équation du mouvement de la 
fonctionnelle génératrice dans l'espace des impulsions, en supposant 
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que le hamiltonien du __ est: 


*2 ga}ai + _— S D(12; 34)aïaiass, (2.4.19) 
1234 


où &, est l’énergie de la particule (ou de la quasi-particule) dans l’état 
1 (1 = p1, 0, et © (12; 34) est l'amplitude caractérisant l’interaction 
des particules (ou des quasi-particules)). Dans le cas des bosons, 
cette équation s'écrit : 


0F 6) ô ; é 
ET a ciDeali sr dus UM a) F +7 D >, D(12; 34) x 


Er 
92 
x {(u+ D ) (2 LS Ôu, —) ares — 
—(u+ ) (u +) 5) F.  (2.4.20) 


Les équations du mouvement pour la fonctionnelle génératrice 
peuvent être utilisées pour obtenir une chaîne d'équations pour les 
fonctions de distribution à particules multiples. En dérivant l’équa- 
tion (2.4.18) k fois par rapport à la variable u* (x.,) et L fois par rap- 
port à la variable w (x) et en posant ensuite u = u* — 0, on obtient 
pour k = 


OfR (Lis ce Th; Lis... Lx) … i 
={ 2m 


FT Ax,— À ,e)— 


1<r<kh 


—i Nan) —V(an—x)} fa x 


1LriSra SR 


X (24, ..) Ch; Li .….. LR) + 
+ [ dtp+1 ÿ, V (Gr — Gnes) —V (&; — Xn+s)) X 
: 1Sr<R 


X fre (Aus. Dpt Ai, +, Gh+1), (2.4.241) 


où fr = fr. Remarquons que comme [S£, N] = 0, si à l'instant 
initial pour À = { on a fr; = 0, alors f, ; (k 5 l) sera également 
nul à tous les instants ultérieurs. 

Les équations (2.4.1) sont vraies, tant pour les bosons que pour 
les fermions. Dans le cas des bosons, les solutions des équations 
(2.4.1) doivent être symétriques par rapport aux permutations des 
coordonnées à l’intérieur de chaque groupeæ:, . . .,æretæ, ..., x, 
et dans le cas des fermions elles doivent être antisymétriques. 

La chaîne d'équations (2.4.21) (obtenue pour la première fois 
par Bogolioubov [18]) est une généralisation à la mécanique quanti- 
que de la chaîne d’équations (1.1.23) pour les fonctions de distribu- 
tion à particules multiples dans le cas des systèmes classiques. 
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Pour conclure ce paragraphe, remarquons que l’équation du mou- 
vement, pour l'opérateur statistique (2.1.7) et les fonctions de distri- 
bution à particules multiples (2.4.21), sont linéaires, alors que le 
principe d’affaiblissement des corrélations est non linéaire. En effet, 
comme on peut le voir à partir de la formule (2.4.3), si les opérateurs 
statistiques p. et p. satisfont au principe d’affaiblissement des corré- 
lations (2.4.3), leur mélange p = wp, + WoPo (Wi We = À, wi > 
> 0, w: >> 0) ne satisfera pas à ce principe. 

2.4.3. Relations ergodiques pour les systèmes quantiques. Le 
principe d’affaiblissement des corrélations détermine le comporte- 
ment asymptotique des fonctions de distribution à particules multi- 
ples, lors de l’« éloignement » spatial des arguments. Mais, en plus 
de ce principe, qui est vrai tant pour les systèmes classiques que pour 
les systèmes quantiques, la mécanique statistique a encore besoin 
d’un second principe concernant le comportement asymptotique des 
fonctions de distribution à particules multiples dans le domaine 
des temps grands. Ce principe se formule sous la forme de la relation 
ergodique, qui, tout comme le principe d’affaiblissement des corréla- 
tions, est vrai tant pour les systèmes classiques que pour les systèmes 
quantiques. 

Nous n’allons pas envisager ici la question de l’hypothèse ergodi- 
que pour les systèmes quantiques formés d’un nombre fini de parti- 
cules [83], et nous formulerons seulement la relation ergodique pour 
les systèmes quantiques à un grand nombre de degrés de liberté. Si 
fra (Œas + + + TR Yus + + +, Yi t) sont les fonctions de distribution 
à particules multiples à l'instant t, la relation ergodique s'écrit: 


lim frais vous Œhi Yo ces Ya) = TR 1 (Ds, +, LR Ya, ++ Yi), 
(2.4.29) 

JR (Cas ce, Ænÿ Ya, ce, VI) = 
me 


où w est l’opérateur statistique d'équilibre de Gibbs (2.4.4’). (On 
suppose que dans les fonctions de distribution à particules multi- 
ples, on a effectué le passage à la limite thermodynamique.) La rela- 
tion ergodique (2.4.22) devient, en fait, vraie lorsque le temps t 
surpasse une certaine valeur t,. La grandeur 7, peut être appelée 
temps de relaxation. Pour les systèmes homogènes dans l’espace, le 
temps 71, est déterminé par les processus microscopiques conduisant 
à l’établissement de la distribution de Gibbs. Pour les systèmes non 
homogènes, il est bien plus grand, car dans ce cas il est déterminé 
essentiellement par les processus macroscopiques de transfert. 

Les paramètres $, , uw figurant dans la distribution de Gibbs 
peuvent être liés aux valeurs initiales des fonctions de distribution 
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à particules multiples. Si, par exemple, le système était à l'instant 
initial spatialement homogène, les valeurs moyennes des densités 
d'énergie e, d’impulsion 1x; et de masse p(”” ne dépendront ni des 
coordonnées, ni du temps. C’est pourquoi on a les relations 


& = Sp we (x), w=Spwn(x), po —=Spwp" (x), (2.4.23) 


où les grandeurs &,, 0, pf") sont données par les fonctions de distribu- 
tion à particules multiples initiales. Ces relations établissent la 
liaison existant entre les paramètres $, pu, uw et l’état initial du systè- 
me. On peut dire qu'elles retiennent la « mémoire » de l’état initial 
du système. 

Compte tenu de la définition des fonctions de distribution (2.4.1), 
on peut écrire la relation ergodique (2.4.22) comme suit 


lim lim Sp e "pe Æ pt (y) -.. per) = 


£ —00 JV 00 
ns Sp uw" (y1) --. ÿ(xx), 


œ 
ou sous une forme abrégée 


p(t)=e "tort np. (2.4.24) 


À cette relation il faut ajouter les relations reliant les paramètres 
B, u, w à la valeur initiale de l'opérateur statistique p (0) = p. Pour 
les systèmes spatialement homogènes, on a 


Sp pe (x) = Spwe (x), Sp pr (x) = Spwx (x), 
Sp pp" (x) = Sp wp" (x). (2.4.25) 


Les relations (2.4.24), (2.4.25) signifient que pour t > 7, le 
système passe à l’état d'équilibre statistique décrit par l’opérateur 
statistique de Gibbs indépendamment de l’état initial. Soulignons 
cependant que les relations (2.4.24), (2.4.25) ne seront pas vraies 
pour un hamiltonien # arbitraire. Tout comme dans le cas classi- 
que il faut à cet effet que le hamiltonien “# ait une structure suffi- 
samment compliquée, c’est-à-dire qu’on tienne compte de différen- 
tes interactions du système. Ceci signifie que les interactions entre 
les particules doivent donner lieu seulement à des intégrales additi- 
ves du mouvement: de l'énergie, de l’impulsion et du nombre de 
particules. (En principe, le moment d’impulsion figure parmi ces 
intégrales du mouvement. Cependant, si l’état initial est spatiale- 
Frs homogène, le moment ne figure pas dans la distribution de 

ibbs.) | 

Considérons plus en détail le cas où le système admet une classe 
plus étendue d'intégrales additives du mouvement. 

Nous allons diviser le hamiltonien du système &# en deux par- 
ties Æ = #o + V où V tient compte des interactions (pas obliga- 


126 MÊCANIQUE STATISTIQUE DES SYSTÈMES QUANTIFIES [CH. 2 


toirement toutes) des particules. Supposons ensuite que nous avons 
négligé le terme V, c'est-à-dire que nous avons remplacé le hamilto- 
nien total & par le premier terme &# ,, que l’on peut appeler hamil- 
tonien tronqué. Il y a lieu de trouver quelle sera alors la forme de 
l'opérateur statistique pour des t grands. Il est évident qu’en général 
l'opérateur statistique ne tendra pas, pour { grands, vers la distribu- 
tion de Gibbs avec le hamiltonien &#,. Mais si l’on suppose que l’opé- 
rateur statistique p (0) satisfait au principe d'’affaiblissement des 
corrélations, on peut affirmer, en vertu de la formule (2.4.4), que 
l'on aura la relation 


e""Fope Fo exp{Q—Yovo}, P=P(0)  (2-4.26) 


Ye est ici l’ensemble d'un certain nombre d'opérateurs linéairement 
indépendants, qui sont déterminés par le hamiltonien &, et ne dé- 
pendent pas dep,et Y,= Ÿ, (1; p) sont des fonctions c-numériques 
du temps t linéairement indépendantes, qui sont déterminées par p; 
enfin la grandeur { est donnée par la condition de normalisation 
(il y a sommation par rapport à l'indice «). 

Remarquons qu'en vertu de la formule (2.4.4) l'opérateur Y ,v 


doit être additif. Le nombre d'opérateurs y, peut en principe être 
aussi grand que l’on veut, mais ces opérateurs ne doivent pas fornu:c 
un système complet, car dans ce cas, pour { —> oo, la description de 
l'état du système ne se trouverait pas simplifiée. 


En vertu de (2.4.26), on a 
eo" exp{Q— Ya (3 D) Ve) eo —exp{Q—Ya(t+t'i p) Va} 
ou 
Ya(t; p) e ot pe #0 —Ye(t+t"; p) ds 
d'où 
—iYa (4; P) (So, Yal = at; P) Yae 


Les grandeurs Y, (t; p), pour un état arbitraire p sont linéairement 
indépendantes, c'est pourquoi on doit avoir les relations 


(os Val= dar Volts P)=—iÏYp(t; P)afas (2-4.27) 


où a,s sont des c-nombres déterminés seulement par le hamiltonien 
SE , et ne dépendant pas du temps t, ni de p, car la structure des opé- 


rateurs y, ne dépend pas de ces grandeurs. | n 
En vertu des relations (2.4.27), pour t quelconque, on a l'égalité 


Sp e "Prtpe ty, = (ei%t)8 Sp pys = (6! SpPY)as (2-4-28) 
où a est une matrice dont les éléments matriciels sont as. 
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Nous allons introduire maintenant l’opérateur statistique 


p® (y) =exp{Q (v)— Ya (y) Ya}, (2.4.29) 
où les grandeurs Q (y) et Ÿ, (y) sont données par les conditions 
Spp °° (Y)Ya=Yar SpE (y) =1. (2.4.30) 
Vu (2.4.26), (2.4.28), on a [88] 
eo pe 2" 0! => p® (est Sp py). (2.4.31) 


Tout comme la relation (2.4.24), cette relation est appelée relation 
ergodique et joue ultérieurement un rôle important. Les grandeurs 
Ya sont appelées coordonnées thermodynamiques généralisées et les 
grandeurs Ÿ . forces thermodynamiques généralisées correspondant aux 
coordonnées y,. Notons que parmi les opérateurs y, on peut égale- 
ment avoir le hamiltonien #0 *). 

Notons que l'opérateur statistique p‘° (y) correspond au maxi- 
mum de l’entropie Sp p In p avec les conditions supplémentaires 


SP PYa = Ya» SPP = 1. : 
Nous allons montrer que les opérateurs y, forment une algèbre 
de Lie, c’est-à-dire qu'ils satisfont aux relations de commutation 


[Var Y81= fa8pos (2.4.32) 


Où fes, Sont des constantes appelées constantes de structure. Notons 


à cet effet que si les opérateurs Ÿe et ys sont additifs, les opérateurs 
[Ya Ysl seront également additifs (voir le paragraphe 2.2.2). C'est 


pourquoi lorsque en plus de l’opérateur Ÿe, on introduit [y,, el 
dans l’exponentielle de la formule (2.4.29), le principe d’affaiblisse- 
ment des corrélations, pour l'opérateur statistique p‘%y reste in- 
tact. D'un autre côté, en utilisant l'identité de Jacobi 


Los Les V81l- ver [V8 Soll+1v8, Los Yall=0 


et la formule (2.4.27), il est facile de voir que les opérateurs [Yes Vel 
satisfont à des relations de commutation avec le hamiltonien &#: 
analogues aux relations (2.4.27) 


[os ver Val] = 056 (Va, Vol— as ls, Vol. 
C'est pourquoi les opérateurs lYe, Ysl doivent figurer dans le nombre 


des opérateurs Ya et par conséquent doivent s'exprimer en fonction 
des opérateurs Ye, Ce qui découle de la formule (2.4.32). 
*) Soulignons que (2.4.31) tout comme, (2.4.24) a le sens d’une relation 


entre les fonctions de distribution à particules multiples (pour V —+ o) et non 
d’une égalité entre les éléments matriciels. 
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L'existence des relations de commutation (2.4.27) montre que 


la structure des opérateurs Ya est étroitement liée à la symétrie du 
hamiltonien #o- 


Nous allons donner des exemples d'opérateurs Va pour certains 
types d'opérateurs tronqués. Si le hamiltonien tronqué , coïncide 


avec le hamiltonien total & du système, parmi les opérateurs y 
figurent le hamiltonien &#, l'opérateur de l’impulsion P et l’opéra- 
teur du nombre total de particules NM. Dans ce cas la matrice as 
est nulle. 

Si le hamiltonien tronqué coïncide avec l’opérateur de l’énergie 


des particules libres #9 — 2) eo(p) aio@»o où e4 (p) est l'énergie des 
po 


particules, et as, 4,4 Sont les opérateurs de création et d’annihila- 
tion de la particule d’impulsion p et la projection du spin 0, les 
opérateurs y, dans le cas de l’homogénéité spatiale seront as 
(voir le paragraphe 5.1.1). La matrice a,g sera donnée par la relation 


[A 0 Apodpo!] = (Eo (D) — Es’ (P)) Aro po": 


Pour une substance ferromagnétique parfaite de Heisenberg, placée 
dans un champ magnétique H, les opérateurs y, seront le hamilto- 
nien # et l’opérateur de spin total S;. Dans ce cas, la matrice aeps 
est donnée par les relations 


(Æ, H]=0, [Y, Sl=—- enr Ar. 


Dans notre exposé on n’a pas abordé la dépendance éventuelle 
entre le principe d’affaiblissement des corrélations et l'existence 
d’une limite thermodynamique. Les relations ergodiques sont égale- 
ment étroitement liées au principe d'affaiblissement des corréla- 
tions, mais elles ne peuvent être considérées comme un postulat indé- 
pendant de la mécanique statistique et dans chaque cas concret (c’est- 
à-dire pour un hamiltonien donné #,) elles peuvent en principe être 
démontrées. 


CHAPITRE 3 


THÉORIE DES ÉTATS D’ÉQUILIBRE 
DES SYSTÈMES QUANTIQUES 


$ 3.1. Théorie des gaz quantiques faiblement non parfaits 


3.1.1. Distributions de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac. L'étape 
finale de l’évolution d’un système dynamique réel est toujours l’état 
d'équilibre statistique décrit par l'opérateur statistique de Gibbs 


w = exp {Q — 6 (%Æ — uN)}, (3.1.1) 


où &# et N sont respectivement le hamiltonien et l’opérateur du 
nombre de particules du système, $ l'inverse de la température, pu le 
potentiel chimique et B-'Q le potentiel de Gibbs déterminé à partir 
de la condition de normalisation 


Q = —In Sp exp {—P (#4 — uN)}. 


Parmi les intégrales additives du mouvement dans l'opérateur de 
Gibbs (3.1.1) nous avons omis l'opérateur de l’impulsion P et l’opé- 
rateur du moment de l’impulsion M, supposant, pour plus de simpli- 
cité, que le système est au repos, c’est-à-dire que sa vitesse de trans- 
lation w et sa vitesse angulaire w sont nulles. Si w = 0 on aura le 
terme Bo. dans l’exponentielle de (3.1.1). Comme cette grandeur 
ne commute pas avec l'opérateur de l'impulsion, pour w = 0 le 
système sera spatialement non homogène. 

On voit que l’état d'équilibre d’un système au repos n’est caracté- 
risé que par deux variables indépendantes $ et u. La distribution de 
Gibbs (3.1.1.) se trouve à la base de la thermodynamique que nous 
n’allons pas élaborer ici, nous nous limiterons à étudier la distribu- 
tion & pour les particules libres et à trouver, dans le cadre de la 
théorie des perturbations, le rôle de l'interaction entre les particules. 

Pour les particules libres la distribution de Gibbs (3.1.1.) s'écrit : 


wo = exp io —6 2 (E: — 4) ru}, (3.1.2) 


où n; = a?a; est l'opérateur du nombre de particules et &; l'énergie 
des particules dans l’état individuel de nombre quantique i. [I ya 
lieu de calculer je potentiel Q,, les valeurs moyennes des opérateurs 


« 


n; et les fonctions de distribution à particules multiples. Nous 
9—0393 
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allons donner la solution de ce problème pour un opérateur statisti- 
que d’une forme un peu plus générale que (3.1.2), à savoir 


po=exp(9— 2 Yml, Spot, (3.1.3) 
où Ÿ ; sont des fonctions arbitraires de i. En remarquant que 
= Yin; | : 
e%—=Spe i =. > > So eYitue Tin, = [| N ei 
i n 


24, ni, 


où nr, et nr prennent toutes les valeurs entières non négatives dans le 
cas de statistique de Bose-Einstein (B-E) et les valeurs 0,1 dans 
le cas de statistique de Fermi-Dirac (F-D), on obtient ainsi: 


Nin(i—e”*i) (B-E), 
Q ; 


2 In(i+e”*t) (F-D). (ee) 


C'est pourquoi les nombres de remplissage, c'est-à-dire les valeurs 
moyennes des particules dans les différents états i, sont donnés par 
les formules 


Y ’ 
" Q e i—1)"! (B-E), | 
fi = Sp po, = 2e À e ) Sn (3.1.5) 
U Vée*t+1y3 (F-D), 
et le potentiel ©, par la formule 
— Yln({+f:) (B-E), 
Q 3.1.6 
: Sin(i—f) (FD). He 


En posant dans (3.1.5) Ÿ, — f (&; — u), on trouve les nombres de 
remplissage 
(CPP —A1)* (BE), 
n, = 5 : (3.1.7) 
(hCi-W4)3 (FD) 
pour un gaz parfait dans l'état d'équilibre statistique. 
Notons que l’entropie du système dont l'état est décrit par l’opé- 
rateur statistique p‘”, donnée par l'expression générale (3.1.3), est 
de la forme 


2 {(4+f)in(1+f)—filnfi} (B-E), 
: (3.1.8) 


S — — Sp p(0) In p(0) — 
es (F-D). 
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Dans ce qui suit on montrera que l'opérateur statistique (3.1.3) 
détermine l'état d’un gaz parfait hors d'équilibre à l’étape cinéti- 
que de l’évolution, lorsque l’état du gaz est décrit complètement par 
une fonction de distribution à une particule. C’est pourquoi la for- 
mule (3.1.8) donne l’entropie non seulement d'un gaz à l'équilibre 
mais également hors d'équilibre. 

Le potentiel chimique p figurant dans la distribution (3.1.7) 
peut s'exprimer en fonction de la densité des particules v et par 
l'inverse de la température $ 


_ >, (e° (E;-h) _ 1)": (B-E), 


1 «Là i 
V=zr Di (3.1.9) 
1 DEP ED). 
1 


A titre de variables indépendantes caractérisant l'état d'un gaz 
parfait, on peut prendre, pour un gaz de fermions après le passage à 
la limite Ÿ'— co, une paire quelconque de grandeurs: soit (u, B), 
soit (v, B), par contre, pour un gaz de bosons dans le domaine des 
températures suffisamment basses, on peut seulement prendre (v, f) 
car dans ce cas = 0. En effet, pour un gaz parfait de bosons le 
potentiel chimique u ne peut être positif, car autrement le nombre de 
bosons d’impulsion p << (2myu)/* serait négatif (i = p, 0, p étant 
l'impulsion de la particule, © la projection du spin). C’est pourquoi, 
on suppose que u << 0. La fonction n, n’a alors pas de singularité et 
la condition (3.1.9) donnant pu s'écrit 


g | drx? (ex-Bu—1)-1— 9n2v/(2mT)/?2. (3.110) 
0 


où TT —$B"1 et g — 2s + 1 (s étant le spin de la particule). 
Le second membre de cette égalité pour u << 0 est inférieur à 


e| dx 2° (ex —1)-1—1/2gT (3/2) & (3/2) (FT (x) et É(x) sont la fonction 


(#) 

gamma et la fonction & de Riemann, [ (3/2) = n!/*/2 et & (3/2) = 
— 2,612 ...). C'est pourquoi à partir de la relation (3.1.10), on 
peut trouver u en fonction de v et T seulement sous la condition 


= an 213 
T>To Tom(2m) (re sa) - (3.1.11) 


2) 6 (3/2) 8 
SiT = T,,onau = 0, par contre, si T << T,, la condition (3.1.10) 
ne permet pas de trouver le potentiel chimique d’un gaz parfait de 
bosons. Dans ce domaine de température, on doit prendre le poten- 
tiel chimique nul, car le potentiel chimique ne peut être négatif. Si 


9* 
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u = Oet T <T,, la relation (3.1.10) n’est pas satisfaite, plus enco- 
re, elle est incorrecte. En effet, pour u = 0 la fonction de distribu- 
tion des bosons d’impulsion p = 0 est, comme auparavant, donnée 
par la formule 


n,=(ele—141)"1, e,—p?/2m, (3.1.12) 


et la condition (3.1.9) peut s’écrire sous la forme 


F1 » ny =Nv— "1 > Np) 
p<6 Pp>0 


où Ô est certaine impulsion petite indépendante de 7 . En passant 
dans cette formule à la limite 7’ — co, on obtient 


lim 75 ny =v—(2n)s | dp (er —1)1. 

7? 00 p<ô p>0 

Comme e, = p*/2m, on peut réaliser dans cette formule le passage 
à la limite Ô —+ 0. On trouve ainsi le nombre de bosons ayant une 
impulsion p = O0 par unité de volume: 


vo=lim lim Ÿ-! > np=v—(2n) | dsp(er—1)1— 
8-0 770 me 


(—(5)"). (3.1.13) 


On voit que dans l’état où p = 0, à la différence de l’état où p 
= 0, on a un nombre macroscopique de bosons. Cet effet est appelé 
condensation de Bose. 


En introduisant la densité du nombre de bosons v, d’impulsion 
P; Î d pv, = v, on peut écrire (3.1.12), (3.1.13) sous la forme d’une 
formule unique, soit 


m=v(1—(L)) 860) +(2n (174. (34.46 


À la différence des bosons, le potentiel chimique d’un gaz de 
fermions peut être tant positif que négatif et peut toujours être pris 
pour variable indépendante. Si la température du gaz de fermions 
est bien inférieure à la température de dégénérescence T7, : 


TT To=mt(vg"1)"", (3.1.15) 


le potentiel chimique sera lié à la densité du nombre de particules 
par la relation u —= (6n*vg ‘)*/"/2m. Notons que pour T € T;, la 
fonction de distribution des fermions nr, différera très peu de la 
fonction en escalier 


np À O(p — es). 
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Pour conclure ce paragraphe, considérons la fonctionnelle géné- 
ratrice pour un gaz parfait. L'opérateur statistique d’un gaz parfait 
est donné par la formule (3.1.3), par conséquent, la fonctionnelle 
cénératrice sera 

-ZYjaia, Duiet Due 

F (u, u*) = ete Spei ei et …. (3.1.16) 

Soulignons que cette expression est vraie pour un gaz parfait à 

l'équilibre ou hors d'équilibre (pour un gaz à l’équilibre on a Ÿ, — 
= f (e; — u)). 

Remarquons que quelle que soit la statistique les grandeurs 
u,a; et ufai; commutent mutuellement pour i  i’ et par consé- 
quent 

D ufai D ufUs 


ei ot [ eniieui 
î 
on a 
e-BEF = Y Diane he Yisäis  .., 
ns, 74, 
+ + : + : 
qe, fete" |) Gr, elite], 
ou bien 
F — ee [| £i: 
i 
Ë + + (3.1.17) 
& = > e Ye (n|e“i° e“it |n), 
n 
n = 0, 1, 2, ... dans le cas de la statistique (B-E) et nr = 0,1 


dans le cas de la statistique (F-D); pour les grandeurs n;, a;, ai 
on a omis l'indice i. C’est pourquoi en vertu de (3.1.17) 


… gi 
F — il DST 7) AE (3.1.18) 


Calculons maintenant l'élément matriciel 


LS 
gi(n)=({nfe"t" ef ln) 
donnant la grandeur £g:: 
az De "lg(n) 
n 


Pour les bosons 


— Ouf u! 
i 
at= 2 2 mlaatle. 
Pp=0 q=0 
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et comme \n)= (nl) "at" [0), on a 


n! 1/2 
atin={ (=) m9 »>9, 
0, n <q, 
et par conséquent 


(n|a*Paî|n) = 6 n! . n>q, 


"np |0, n<q. 
On a donc 
Co lu mp np mn! 
gi(n) — > — 7 -Cn Ge reen 
Pæ0 

et 

_S e"ŸYi ÿ {etape Cr = S (QU de ‘IC, 

n=0 P=0 p=0 nn }) 


Remarquant que 


> CRE pr pn 


n=_1p 


on a 
g=({1—e "i) exp {ufu;fi}, 
où fi=(e*t—1)"1. Pour les fermions 
=g(0)+m(t)e "t g(0)=1, g(1)=1-+ufu. 
Donc 
a=(1+e""t) (1 +ufuwfi), 


où f; = (e*i + 1)-1. Donc, en vertu de (3.1.18), la fonctionnelle gé- 
nératrice peut s’écrire comme suit 


exp S'utufs (B-E), 
d [A +ufuf)  (F-D). 


Comme pour les fermions w;u; —=0, on peut écrire indépendamment 
du caractère de la statistique la fonctionnelle génératrice : 


F (u, u*) =exp à UfUifs. (3.1.19) 
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Notons que pour l'opérateur statistique 
p(0) — CXP (Q = » Ÿ'isratagr) (3.1.20) 
la fonctionnelle génératrice est de la forme 
F (u, u*)=exp N'ufu:fir, (3.1.21) 
RE 


où fi; = Sp p'aiai. 

En dérivant la fonctionnelle génératrice par rapport à u, et u; 
on peut, en vertu de (2.4.17), (2.4.17°") trouver les fonctions de distri- 
bution à particules multiples d'un gaz parfait. 

3.1.2. Théorie thermodynamique des perturbations. Après avoir 
étudié les gaz parfaits, nous allons montrer maintenant comment on 
peut trouver les corrections à l'opérateur statistique et aux fonctiuus 
de distribution, corrections dues aux interactions entre les particu- 
les du gaz, ces interactions n'étant pas importantes [80]. 

En écrivant le hamiltonien 4# du système comme G{ = 0 + V, 
où # , est le hamiltonien des particules libres et V le hamiltonien de 
l'interaction entre les particules, développons l’exponentielle 


exp (—BG# + BuN) en série suivant les puissances de V. A cet 
effet, on introduit l'opérateur 


S (A) = exp {A (Ho —pN)}-exp {—A (SH — uN)}. 


En dérivant par rapport à À, on trouve 


SM =—-V(AS(Q), 


où V (À) = exp {À (Go —uN)} V exp {—X4 (So — uN)}. Notons 
que S (0) — 1, on obtient ainsi l'équation intégrale suivante pour 


S (à) 


À 
S G=1—| da V(K')S (A). 


Puis en développant S (À) en série suivant les puissances de V 
S= LS S()=1, 
il est facile d'obtenir, à l'aide de cette équation intégrale, l’expres- 


sion suivante pour $, (à): 


À hn-1 
S,(=(—1)" [ax | dire. | dnV (y)... VA). 


(1) U 0 
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De même que dans l’électrodynamique quantique [2] on développe 
la matrice de dde on peut représenter S, (À) sous la forme 


À 
Sa (= CE fan LL | AT {V (Au)... V(A)} 
0 


où T est l’opérateur de mise en ordre par rapport à la variable À: 
T {V (À) e «ee y (A,)} = 14 (À:,) ee. + V (Ain) M, > . +. e > Min 
Il s'ensuit 


e— BF UN) = e-B%Æo-uNS (B), (3.1.22) 


B 
S (B) = S Ses 4 [a .. | ATV)... VA). 
0 


n=0 


Le potentiel thermodynamique Q est déterminé à partir de la 
formule 


e-2= Sp e-M%-uN) = e-0%0 Sp wo8 (8), 
donc 


Q =Q,— In (S (B))o (3.1.23) 


où (2 , et w, sont le potentiel thermodynamique et l’opérateur statis- 
tique d’un gaz parfait, donnés par les formules (3.1.4), (3.1.2) et 
(S (B))o = Sp woS (B). 

En vertu des formules (3.1.22), (3.1.23) on a 


— ,9-PPE UN) — _L0S (B) 
vo = 68 PSE UN) — SE) (3.1.24) 


C'est pourquoi la valeur moyenne d’un opérateur arbitraire a dans 


l'état décrit par dors statistique w est égale à 


B 
Sp me D (= | di... | GTV (A) -.. V (An)} ao: 
0 


Î 
ES 4 11 
(3.1.25) 


où (...)o = Sp 

Les Lo nulee (3 1. 25), (3.1.23) permettent, en principe, de résou- 
dre le problème posé de la recherche des corrections à l’opérateur 
statistique et au potentiel thermodynamique, dues à l'interaction 
entre les particules. Comme le hamiltonien de l'interaction est formé 
sur la base des opérateurs + (x), t* (x), le problème revient au calcul 
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des grandeurs du type Sp woT {b* (æ1, M) .- . . d (æx, À)} où 
(x, À) = eM0o-UN)p (x) e-MÉE0-uN), 
p' (2, À) = eM on hpt (2) e HE o-uN), 
T {Ÿ° (@i, 1) Fi Ÿ (æn, An)} = 6pŸ (æi,, À1,) ce Ÿ° (æi”, À), 


M, Be hi, 
et 0» — 1 dans le cas des bosons et ô% — +1 dans le cas des fer- 
mions (6% —= 1 si la commutation À, ..., À —> À, . .., À, est 
paire et Üæ — —1 si la commutation À, . .., An —> À, . .., Àin 


est impaire). (Notons que les opérateurs + (x, À), 0° (x, À) ne sont pas 
hermitiens conjugués, car À est une grandeur réelle.) 

En utilisant le développement 1 (x), #* (x) suivant les ondes 
planes (2.2.18) et en remarquant que 


e’ (SFo-uN)a, e- M o—-uN) 2 ere, 
on peut écrire les opérateurs 4% (x, À), d* (x, À) comme suit 


px, 1=77 FT ae" nm 
P 


p'(x, 1=7 MT age "Fer, Le) 
LL 


Puis on introduit les liaisons entre les opérateurs 
P (æs M) X (æ2 ke) = Sp woT {p (ts M) X (&sr 2)}, 


où chacun des opérateurs p et % peut être soit un opérateur de 
création +* soit un opérateur d’annihilation %. En remarquant que 
Sp u'o4ÿa,= lp, Sp Woaya, = 0et en utilisant le développement 
(3.1.26), on obtient 


Ÿ° (4 À4) Ÿ (22, À) — 
a 


1 ; 
Ke | d'pnpexp{ip (X2— 21) — (EU) (—hh MZ 
[| 


— + PT | dp(l+n,)exp{ip(xr—2%i)—(e» —1) (k—A)} 


{ À ho 
(3.1.27) 


Ÿ (%ss A1) (2, A2) = Ÿ" (x, À) Ÿ° (%>, Ào) = 0. 
pe | | | 
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Les indices supérieurs dans la seconde formule se rapportent aux 


bosons (on suppose que T > T,), et les indices inférieurs, aux fer- 
mions. Il est facile de voir que [1, 34] 


Sp woT {pi - +: Pan} = 2 BgPipi, » + + Pa, Pianr 
| 


Es | 
| Sp WoT {Pi - + + Pan+s} = 0, 
où p=Ÿ (À), d* (&;,Ài)etla sommation s'effectue sur toutes les 
positions éventuelles des liaisons entre 27 opérateurs 1, . . ., Pon- 
(Dans le cas des bosons M4 — { et dans le cas des fermions ô% — 1, 
si la permutation 1, y 2R — lj, + + + lon eSt paire et Üæ — —1 
si la permutation 1, ..…., 2R —+ is + + + lon €St impaire.) Ces for- 
mules sont analogues aux règles bien connues de Vick de l’électrody- 

namique quantique. 


Remarquons que les formules (3.1.23), (3.1.25) peuvent être 
transformées et s’écrire sous la forme [1]: 


(3.1.28) 


9 = —{(S (a Do = 


p 
-%— > _ Jan. À dan (TV (a). V (in) 
0 


Sp ua— S cr RES BTE)... V(A)}a;, (3.129) 
0 


n=0 


où l'indice c signifie qu’en utilisant les formules (3.1.28) il y a lieu 
d’omettre les variantes de disposition des liaisons dans les expres- 
sions (7 {V(u) -.. V(A)}do et (7 {V (Au)... V (n)}a)o pour 
lesquelles tous les opérateurs 4, v* figurant dans l’un quelconque 
des groupes de facteurs V (A;,) . .. V (A;,) ne sont liés qu ’entre eux. 
Les formules (3.1.29) ÉReUeEt: de ones les corrections à appor- 
ter au potentiel thermodynamique Q et aux fonctions de distribution 
à particules multiples, corrections dues aux interactions entre les 
particules. 

Le développement (3.1. 29) admet une représentation graphique 
{voir [1]) analogue à la représentation en diagramme de }” électrody- 
namique quantique (voir [2, 21]), mais nous n'’allons pas l’envisager 
ici. 
= Remarquons, en conclusion de ce paragraphe, que les formules 
{3.1.28) restent en vigueur si l’on remplace w, par un opérateur sta- 


tistique plus général (3.1.20), à savoir p® = exp {Q 4 — Y Yiraïar} 
it” 


et si l’on entend par liaison entre deux opérateurs la grandeur 
P1Pe = Sp p'®T {pp}. De plus, il est facile de voir qu'on a les 
1—| 
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relations 
Sp pps - + + Pan = À: Or PuPiz - - * Pin Viens Sp pp - - + Pants = 0, 


—| 
| (3.130) 
OÙ PiPe = Sp ppp, avec la règle: si l'opérateur p;, se trouve 


dans le premier membre de l'égalité (3.1.30) à gauche de l'opérateur 
qi, dans la liaison @;.p;, il doit également se trouver à gauche. 


On peut neiTobta les formules (3.1.28), (3.1.30) en 
utilisant la forme explicite de la fonctionnelle génératrice d'un gaz 
parfait (3.1.21) et les relations (2.4.7), (2.4.8)exprimant les fonctions 
de distribution à particules miltiples, en fonction de la fonction- 
nelle génératrice. 


3.1.3. Développements quantiques du viriel. Dans le paragraphe 
précédent nous avons montré comment on peut trouver les corrections 
à apporter au potentiel thermodynamique et aux fonctions de distri- 
bution à particules multiples, dues aux interactions, dans le cas où 
l'interaction est faible. 

Nous allons montrer maintenant comment on peut trouver ces 
grandeurs pour les systèmes quantiques dans le cas où le rayon d'in- 
teraction est petit ou la densité des particules est faible. Rappelons 
à cet effet que la valeur moyenne d’une grandeur physique quelcon- 
que b à l’état d'équilibre statistique est, en vertu de (3.1.24), (3.1.22), 
donnée par la formule 


b)= Sp wb= (5 (B) b)o/ (S (Bo, S(B)=e%oe-8#, (3.131) 


l'indice O servant à désigner le moyennage sur l’état d'équilibre 
d'un gaz parfait 


Crop se, wo = exp [RQ —B (eh) afai. 


Supposons tout d’abord que la densité des particules est le plus 
petit des paramètres. Le paramètre exp fu sera également petit (voir 
(3.1.9)), et le développement des grandeurs thermodynamiques sui- 
vant les puissances de la densité sera équivalent au développement 
suivant les puissances de exp fu, ce qui à son tour correspond au 
développement fonctionnel en série suivant les puissances de la 
fonction de distribution d'équilibre d’un gaz parfait 7, (pour 
exp Pu & 1 on aura l'inégalité r, € 1). Soulignons que ce dévelop- 
pement n'est lié qu'au développement de l'opérateur statistique d'un 
gaz parfait w, en série suivant les puissances de la densité des parti- 
cules ou, ce qui est la même chose, de la fonction de distribution. 

En vue de l'application à la théorie des équations cinétiques, nous 
allons maintenant procéder au développement d’un opérateur statisti- 
que plus général, à savoir l'opérateur p‘° (f) correspondant au gaz 
parfait hors d'équilibre (voir (3.1.3)), en série suivant les puissances 
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de la fonction de distribution hors d'équilibre f (p;) = f;. Pour fixer 
les idées considérons le cas des bosons. Dans ce cas, en vertu des for- 
mules (3.1.3), (3.1.5) l’opérateur p‘° (f) est 


p'® (f)=exp {— >, In (1+f,)— >, a;a, 1n h} (3.1.32) 
i i 
ou 
1 : ay ai 
Poe] + (4) 
1 


(p‘® (f) devient w, si f, = (eP(1-H) — 1)-1), En utilisant la condi- 
tion de complétude (2.2.9) des vecteurs d'état a’... a7 | 0) — 
— | 14,55 0): 


- 1 
> n | > 253,0 ess, RTE, 
ne 

on peut écrire p° LA comme 


f1°- 
ET eu x pe ALES A 


lisses nl 


Il est facile d’en obtenir le développement de l’opérateur statistique 
p‘® (f) en série suivant les puissances de f [38] 


po (f)= fl (1 + ts 


n=0 


po (= 2 pi” (), (3.133) 
où 


pp” (f1=1001, p°(D=210AAI—210 7401, 
p=z ZI 2) fifo (A, 2—ZIN(ñ+AZR)AI+ 


++ {3 ji) +2 fi}10) (0, 


Ainsi, aux termes du développement pt® (f) en série suivant les 
puissances de f correspondent différents projecteurs [O) (0 1,11) (|, 
114,2) 41,2 |, ... sur l’état de vide | 0), l’état à une particule | 1 ), 
l'état à deux particules | 1, 2), etc. 
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Pour calculer la valeur moyenne (b) d’un opérateur quelconque 
b à l’état d'équilibre statistique w, il suffit, en vertu de (3.1.31), 
de calculer la valeur moyenne à l’état w, des opérateurs S (B) et 
S (B) b. C'est pourquoi nous allons avant tout montrer comment 
calculer ces valeurs moyennes. Commençons par le calcul des va- 
leurs moyennes des opérateurs S (B) et S (B) b à l’état w, en appro- 
ximations les plus basses suivant la fonction de distribution à une 
particule. Remarquons que 


A 10)=0, 11) = ÆAol1), 
on a alors 
S(B)10)—= 10), S(B)11 ) = |1). 


Comme pour un opérateur B quelconque et pour un état | ®) quel- 
conque on a 


Spip) {plB= (PIB), 
on obtient le développement de (S (B)}, en série suivant les puis- 
sances de n,: 


(S (Bo = 2 (S(BS, (S (BE —1, {S (B)—0, 
(SD = + Dr (Sin) + Druintt, 215(B)11, 2), 
1 1 12 


Comme (1, 2 |1, 2) — 1 + 6,:, la grandeur (S (B)}*’ peut s’écrire 
sous la forme 


(SE = Drum, 218 (B)—111, 2). 
12 


Ainsi on obtient finalement 


(S(Bo=1++ Drame (4, 215 (B)—111, 22+... (3.1.34) 
12 


Nous allons maintenant calculer la valeur moyenne des opérateurs 
a'a, et aja;asa;. Les formules (3.1.31), (3.1.33) font voir que les 
valeurs moyennes (aa), (aïa'a;a,;), aux termes quadratiques par 
rapport à la fonction de distribution n, près, sont données par les 
formules 


(aia)=mt+n Dr, 21S(B)—111, 2)+..., 


{af aï ass) = Nina (031042) + OsÔu1) +nans (3, 4115 (B)—111, 2) +. 
34.35) 
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Le second terme de la dernière formule est aux termes quadratiques 
par rapport à la fonction de distribution », près, la fonction de cor- 
rélation binaire £a: 10 


Esupe = An 3, 4 | S (B) — 1 | 1, 2). (3.1.36) 


La fonction de distribution n#, est petite, le paramètre exp Bu 
étant petit. C'est pourquoi en approximation principale par rap- 
port au paramètre exp Bu, la fonction de distribution sera de la 
forme 


gansie = e2Ju (3, 4 |e PSE —e 6SEo | 1,2), (3.1.37) 


où € est le hamiltonien de deux particules compte tenu de leur in- 
teraction, &#, le hamiltonien libre de deux particules, l’élément ma- 
triciel étant pris entre les états | 1, 2) — afa;|0) et |3, 4) — 
= aja; |0). (Pour obtenir la dernière formule nous avons tenu 
compte du fait que (3, 4 | exp Po = exp B (8, + e,)(3, 4 |.) 

En vertu de (3.1.35), la fonction de distribution à une particule 
en approximation quadratique par rapport à n, sera 


(afas) = 74 + 2 12:12 00e 


Pour trouver le potentiel thermodynamiqueQ, nous allons reve- 
nir à la formule (3.1.34). A partir de cette formule et en vertu de 
(3.1.23), on a aux termes quadratiques par rapport à », près 


€ « __ À 
Q=Q +Q, + } 125124. 


12 
ou 
Q=QL + Q? — Sp. (3.1.38) 
Q? +LQ'? est ici le potentiel thermodynamique d’un gaz parfait 
de Bose Q,=— * In (4 + n,) en approximation quadratique par 
1 
rapport à n,: 
Q RUE D UTE Q = D ni 
1 1 


et g est l’opérateur à deux particules d'éléments matriciels 8,2. s = 
= (1, 2]|g]|3, 4). (Lors du développement suivant les puissances 
de exp fu dansQ@, on ne laisse que les termes proportionnels à 
exp Bu et à exp 2Bu.) La grandeur Q{° + Q? est le potentiel ther- 
modynamique d’un gaz classique parfait, compte tenu de la première 
correction quantique, liée à l'identité des particules. La grandeur —-Spg 
donne le terme correctif à Q,° dû à l'interaction des particules. 
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Notons que le k-ième terme du développement de (S (B) o Sui- 
vant puissances de 7, contient des termes proportionnels à 7 , ... 
k (7° étant le volume du gaz). Cependant les termes du dé- 
oo de In (S (B)), suivant les puissances de 7, ne seront 
proportionnels qu’au volume. Pour trouver le potentiel Q, il faut 
calculer Sp g. Nous allons calculer cette grandeur en développant 
Sp g en série suivant les puissances de exp fu et en supposant pour 
plus de simplicité que le spin du boson est nul. 

Les états à deux particules | 1,2) peuvent entièrement être de- 
crits par l’impulsion totale P des particules, leur moment relatif [, 
la projection m. de ce moment sur un certain axe et l'énergie du 
mouvement relatif e. Pour le spectre continu, e = p“/m, où p est 
l'impulsion du mouvement relatif des particules de masse rapportée 
m/2; dans le cas d’un spectre discret, & sera une certaine fonction 
des nombres quantiques nr caractérisant l’état lié, e — e,. Ainsi 
le spectre & du hamiltonien & est 


€ = P?/4m + e. 


Pour le calcul de Sp g, en plus du spectre du hamiltonien, il faut 
connaître la densité des états à deux particules du spectre continu. 
Pour trouver cette densité, notons que la fonction d'onde radiale 
du mouvement relatif avec le moment /, pour une grande distance 
entre les particules est déterminée dans le cas d’un spectre continu 
par la formule 


Ÿ: ()— + sin (pr—+in+ô(e)) ; 


où Ô, (e) est la phase à l'infini. En supposant que les particules se 
trouvent dans une grande enceinte sphérique de rayon À, on peut 
écrire les conditions suivantes de quantification de l’impulsion 
relative p (ou de l'énergie e = p*/m): 


pR— in + à (E) = 7si, 


où s, est un nombre entier arbitraire. Par conséquent, le nombre 
d'états du mouvement relatif de moment L sur l'intervalle de l’im- 
pulsion relative dp, est 7. à 


ds=< (R +0) Se e ). (3.1.39) 


Le spectre 6, du hamiltonien , est continu et donné par la for- 
mule suivante 


— P*/4äm + p°/m, 
et le nombre d'états de moment / sur l’intervalle dp est égal à 


ds =+ dp. (3.1.40) 


144 ÊTATS D'ÉQUILIBRE DES SYSTBMES QUANTIQUES [CE 3 


C'est pourquoi, en vertu de (3.1.37), (3.1.39), (3.1.40), on a 
Sp g = e’fn > exp{ X 
Fr 


00 Bp3 
ae dp ,; ‘m dû(Ee) 
Be SP 7 m QUE) 
x {2 e "+204+9| — | 2 
où / ne prend que des valeurs paires, car la fonction d’onde du mou- 
vement relatif est symétrique par rapport à la permutation des 
particules (les particules sont des bosons sans spin). Remarquant 


que 

2 exp {—l=r (5), 
on a 
Sp'e=7 (2) e2Bu {> e-Ben + 


O0 


++ S (21+ n | dee-Be Lo} (3.1.41) 
l 


En substituant cette expression dans (3.1.38), on trouve le potentiel 
EL d'un gaz de bosons dans le cas d’une densité 
faible. 

Si l’on envisage un gaz de fermions, alors, il est facile de s’en 
rendre compte, les formules (3.1.34), (3.1.35), (3.1.38) restent sans 
changement dans le cas où l’on entend par », une fonction de dis- 
tribution de Fermi à l’équilibre (3.1.7) et par Q, le potentiel thermo- 
dynamique d’un gaz parfait de Fermi (3.1.6) de faible densité, 


c'est-à-dire Q{P + Qi = — Sn — 5 D, ni; les éléments matri- 


1 
ciels de l'opérateur g à deux particules doivent être pris entre deux 
états antisymétriques à deux particules. 

Les formules que nous avons obtenues, sont vraies si la distance 
moyenne entre les particules a est grande, tant par rapport au rayon 
d'interaction des particules r, que par rapport à leur longueur d'onde 
broglienne 7. 


Considérons maintenant le cas où le rayon d'interaction est le plus petit 
des paramètres de sorte que r, & a, r, & À pour ce qui est de la relation existant 
entre a et À. elle peut être quelconque. Dans ce cas, la fonction de distribution 
des particules d'un gaz parfait n,. ne sera pas petite par rapport à l’unité. On 
peut montrer que dans ce cas les relations (3.1.35), (3.1.38) seront vérifiées du 
point de vue formel, cependant dans ces relations n, n'est pas la fonction de 
distribution de Maxwell mais la fonction de distribution de Fermi ou de Bose: 
de plus. au lieu de Q{''+Q{?, dans la formule (3.1.38) on aura le potentiel 
thermodynamique d’un gaz parfait quantique Q, [51, 39]. 
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$ 3.2. Superiluidité d’un gaz de bosons 
et de fermions 


3.2.1. Valeurs quasi moyennes. Dans les paragraphes précédents 
nous avons développé la théorie des perturbations pour un gaz 
quantique faiblement non parfait. Cependant cette théorie n'est 
pas applicable dans les cas où l'interaction entre les particules con- 
duit à un changement notable de l’état fondamental ou de l’état 
d'équilibre statistique, changement au cours duquel la symétrie de 
l’état change. Il est important de souligner que ceci peut avoir lien 
même pour une interaction aussi faible que l’on veut. Dans ce para- 
graphe nous allons envisager deux exemples expliquant cette asser- 
tion. Mais préalablement nous allons comme Bogolioubov introduire 
la notion de valeur quasi moyenne [19]. 

Nous avons trouvé les moyennes dans l’état d'équilibre statisti- 
que à l’aide de la formule 


a Spwa, w—=exp(Q—B(%—uN)). 


Ces moyennes peuvent cependant s’avérer instables par rapport 
à une variation infiniment petite du hamiltonien. A savoir, si l’on 
remplace G£ — uéf = H par H, = Ge — uN +véfi et si l’on 
calcule la grandeur 


la) =lim lim Spw,a, w,—=exp(Q,—BA,), (3.2.1) 


V0 7200 


cette grandeur, appelée valeur quasi moyenne de a, peut ne pas 
coïncider avec la grandeur (a), car les passages à la limite 7° — co 
et v — Ô peuvent ne pas être permutables dans un certain domaine 
des variations des paramètres u et B. Il est évident que pour un 
volume fini w, est une fonction analytique de v, de sorte que sans 
passage à la limite 7” —ooles valeurs quasi moyennes ne différerai- 
ent pas des valeurs moyennes. 

La valeur de la grandeur {4} peut dépendre de la structure du 
hamiltonien supplémentaire vé#,. Pour expliquer ceci, considérons 
un certain groupe de symétrie du « hamiltonien » H. A ce groupe 
correspondent les générateurs ll; qui commutent avec le « hamilto- 
nien » H, [H, l;] = 0. Soit maintenant un certain opérateur B 
invariant par rapport aux transformations de ce groupe, de sorte que 
A; = 1[B, T;] # 0. Il est alors évident que la moyenne de l’opéra- 
teur À; sera nulle: 


(A;) = 0. (3.2.2) 
D'autre part, puisque le commutateur [#;, l';] est en général diffé- 


rent de zéro, on a (4;)}, — lim Spw,[{B, l;]Æ0. Don, en 
F2 


10—0393 
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principe, il est possible que la grandeur (4;), ne tende pas vers 
zéro, pour v —+ et dans le cas général dépende de la structure de #1. 

Comme nous l’avons déjà mentionné ci-dessus, la différence entre 
les valeurs quasi moyennes et moyennes peut avoir lieu dans un 
certain domaine de variation des paramètres f et u. Cette différence 
est due à des transitions de phase pour lesquelles on a un changement 
de symétrie de l’état d'équilibre statistique. 

Considérons avant tout, à titre d'exemple, une substance ferro- 
magnétique parfaite de Heisenberg, dont le hamiltonien est 


cr 


CK = — TD JinsiSm, 

Im 
où s, est l'opérateur du spin de l’atome se trouvant dans le /-ième 
nœud du réseau cristallin et Zm l'intégrale d'échange entre le 
Lième et le m-ième atome. Ce hamiltonien est invariant par rapport 
au groupe de rotations spatiales dont les générateurs coïncident avec 


le vecteur de spin total F = Ÿs, — S. Il est évident que [&#, Tr] — 


l 
= 0. C'est pourquoi si l’on prend l'opérateur de spin total S en 
tant qu'opérateur B, on obtient, en vertu de la formule (3.2.2), 
((SS 21) = 0 et comme [S;, S;] = iesxnS, on a (S,) = 0. Cette 
relation est liée à l’absence de direction préférentielle dans l’espace 
et, comme le montre la démonstration, elle est vraie quelle que soit 
la température. 

Entre temps, on sait qu'au-dessous du point de Curie les subs- 
tances ferromagnétiques ont une aimantation spontanée et par 
conséquent toutes les composantes (S;) ne peuvent s’annuler. Ceci 
signifie qu'en utilisant les valeurs moyennes habituelles, on n'aura 
pas une description correcte de l'état d’une substance ferromagnéti- 
que au-dessous du point de Curie. D'un autre côté, des considérations 
physiques montrent que si l’on tient compte de l’interaction d’une 
substance ferromagnétique avec un champ magnétique H aussi 
petit que l’on veut, on peut obtenir au-dessous du point de Curie 
un spin total différent de zéro. Ceci signifie que 

, : | ui _S 
lim lim Sp 8 exp {o B(&# —Ens)}= LCA, 


où # est un vecteur unitaire dirigé le long du champ magnétique 
extérieur, e# le moment magnétique spontané. La grandeur est 
la quasi-moyenne du spin total (la valeur absolue du champ magné- 
tique À joue lerôle du paramètre ). 

On voit, qu'en utilisant la notion de valeur quasi moyenne, on 
peut obtenir une description exacte de l’état d’une substance ferro- 
magnétique. Notons que la valeur quasi moyenne {S} dépend de n, 
c'est-à-dire de la structure du hamiltonien supplémentaire v;, 
ce que nous avons souligné ci-dessus. 
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Notons que si les opérations lim et lim étaient permutables, 
0 v—0n 
la grandeur -# serait nulle. C’est ce qui se passe au-dessus du point 
de Curie. 

La notion de valeur quasi moyenne permet de préciser le prin- 
cipe d’affaiblissement des corrélations. En effet, en vertu de la 
formulation que nous avons donnée de ce principe, la valeur moyenne 
du produit des opérateurs de deux points suffisamment éloignés l’un 
de l’autre dans l’espace est égale au produit des valeurs moyennes 
de ces opérateurs. Entre temps, comme il est facile de le voir, dans 
cette formulation l'affirmation mentionnée peut ne pas être vraie. 
Considérons, par exemple, la valeur moyenne du produit des spins 
(Sri Smn). Pour L— m—+> 0 au-dessous du point de Curie cette 
grandeur est alors différente de zéro. Cependant, si le principe d'af- 
faiblissement des corrélations était vrai pour les valeurs moyennes, 
pour L— m—+>o cette grandeur serait nulle car (s,,) = 0. Si 
pourtant on remplace les valeurs moyennes par les valeurs quasi 
moyennes, le principe d'affaiblissement des corrélations sera de 
nouveau vrai 


J \ 
| Si, iSm, R ( 


rie di St 1{") Smhi. 

A titre de second exemple, nous allons envisager le phénomène 
de la condensation de Bose. Rappelons (voir le paragraphe (3.1.1)) 
qu’il s’agit de ce que, à des températures suffisamment basses, le 
nombre de bosons qui se trouvent dans l’état d’impulsion nulle 
sera, à la différence des états d’impulsion non nulle, une grandeur 
macroscopique, c’est-à-dire qu'il sera proportionnel au volume. 
Ceci a lieu non seulement pour un gaz de Bose parfait, mais égale- 
ment pour un système de bosons en interaction. On dit que les 
particules d’impulsion nulle forment un condensat de Bose. Ainsi 


no = (aïas) — Ÿ. Si l'on introduit les opérateurs &) — aÿ#/V3", 


ai = a*/V 7° tels que (aÿæo) — 1, ils satisferont aux relations 
de commutation 


[&o, asl= 1/7", [x &;]=0 (p #0). 


C'est pourquoi, pour Ÿ'—> ©, les grandeurs «&,, aÿ et par consé- 
quent a, et aÿ aussi se comporteront comme des c-nombres qu’on 
doit considérer comme différant de zéro. 

Entre temps, la valeur moyenne de l'opérateur a, est nulle. En 
effet, le hamiltonien &£ du système de bosons est invariant en gra- 
dient et commute donc avec l'opérateur du nombre de particules W. 
En prenant la moyenne de la relation {a,, N] = a,sur la distribution 
de Gibbs, on obtient l'égalité (as) = 0. Mais, comme nous venons 
de le noter, s’il y a condensation de Bose, la grandeur «, est diffé- 
rente de zéro. Cette contradiction est levée si l’état d'équilibre sta- 


10* 
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tistique est décrit par des grandeurs quasi moyennes et non des 
grandeurs moyennes. En effet, on définit &«, comme 
ay—=lim lim (7)7"2Sp Lo 


v—0 7/0 — 00 


et on prend pour hamiltonien de perturbation vé, = v (7°)! x 
X (apei® + aïe”) où œ est une phase arbitraire. Alors, étant 
donné la perturbation vé#, ne commutant pas avec l'opérateur du 
nombre total de particules, la grandeur «&, peut être différente de 
zéro. Ceci exige naturellement que les passages à la limite 7° —+ oo, 
v— 0 ne soient pas permutables. 

Nous allons maintenant montrer que pour un gaz de bosons en 
présence du condensat, tout comme dans le cas d’une substance 
ferromagnétique, le principe d'’affaiblissement des corrélations sera 
vrai si l’on utilise la notion de valeurs quasi moyennes et non moyen- 
nes. À cet effet, écrivons la valeur moyenne du produit des opéra- 
teurs *(x,)w(x.) sous la forme 


Gp (21) pe) = (TNT D (aies) etes SE | dipuse-trm-s), 
FL 


où v, est la fonction de distribution des particules au-dessus du 
condensat v, = (21) (a;a,), p = 0. Cette formule montre que 


(ÿ° (x) PR) 0/77 (3.2.3) 


D'un autre côté, en vertu du principe d'affaiblissement des corré- 
lations, si l’on utilise les valeurs moyennes, on a (p* (æx,) 4 (x.)) — 
— (pt (x)) ( (æ)), et vu que (b (x)) = 0, la grandeur (b* (x,) X 
X % (æ2:)) tendra vers zéro pour x, — æ, —> oo, Ce qui se trouve en 
contradiction avec (3.2.3). Cependant, si l’on utilise au lieu des 
valeurs moyennes des valeurs quasi moyennes, la contradiction 
disparaît, car 
bit) expig, À bi = (00/7) exp (—ig). 


La situation est analogue lors des autres transitions de phase. 
Par exemple, lorsqu'un métal passe de l’état normal à l’état supra- 
conducteur, les valeurs moyennes se trouvent être instables par 
rapport à la perturbation du hamiltonien détruisant l’invariance du 
gradient. C’est pourquoi, en utilisant la notion de valeur quasi 
moyenne, on peut également décrire correctement l’état des supra- 
conducteurs au-dessous du point de transition. 

Lorsque l’on passe de la phase liquide à la phase cristalline, les 
valeurs moyennes se trouvent être également instables par rapport 
à la perturbation du hamiltonien, détruisant l’invariance par rap- 
port aux translations. C’est pourquoi, il y a lieu, ici aussi, de faire 
appel à la notion de valeur quasi moyenne. 
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En résumant on peut dire, que la différences entre les valeurs 
moyennes et quasi moyennes apparaît lors des transitions de phase 
pour lesquelles il y a une diminution de la symétrie de l’état d’équi- 
libre statistique par rapport à la symétrie du hamiltonien initial. 
Avec cela, les valeurs quasi moyennes dépendent en général essen- 
tiellement de la structure du hamiltonien de perturbation qui en- 
freint la symétrie du hamiltonien € du système. Si, cependant, la 
grandeur moyennée a une symétrie coincidant avec la symétrie qui 
est détruite à l’état d'équilibre statistique, pour une telle grandeur 
la valeur quasi moyenne ne dépend pas de la structure du hamiltonien 
de perturbation. En particulier, le potentiel thermodynamique, 
rapporté à l'unité de volume, ne doit pas dépendre de la structure 
du hamiltonien de perturbation. 

Lorsqu'on utilise les valeurs quasi moyennes, on va supposer en 
se basant sur les exemples envisagés, que, premièrement, la limite 
lim Ris Q.,/7° existe et ne dépend pas de la structure du terme 
v—0 — 00 
vcA détruisant la symétrie ; deuxièmement, les fonctions de distribu- 
tion à particules multiples (quasi moyennes) {p* (x,) . . . Ÿ (x,)} — 
— Jim lim Sp wb* (z1) -.. D(x,) existent, et les formes, dont 

V — 00 — O0 
la symétrie coïncide avec celle qui est enfreinte à l’état d'équilibre 
statistique, ne dépendent pas de la structure du terme vé, détrui- 
sant la symétrie, et troisièmement, les valeurs quasi moyennes 
{b* (æ;) .. . ÿ (x,)} satisfont au principe d’affaiblissement des cor- 
rélations. Les valeurs moyennes 


(p° (æ1) -.. px), = lim SpusŸ* (x) .-. p(æx;) 
AT 
pour v =£ O0 satisfont également au principe d'’affaiblissement des 
corrélations, mais pour v = 0, elles peuvent ne pas y satisfaire. 
Notons qu'en mécanique quantique les valeurs moyennes peuvent 
aussi dépendre de la structure de la perturbation infiniment pelite. 
À savoir, lors de la solution du problème stationnaire 


(A + V1) pv = € (v) 


le vecteur d'état ÿe dépend de la structure de &, pour v —+ 0 si le 
niveau d'énergie 6 (0) est dégénéré. C'est pourquoi, si les valeurs 
quasi moyennes diffèrent des moyennes, on dit que l’état d'équilibre 
statistique est dégénéré. Par contre s’il n'y a pas de différence entre 
les valeurs moyennes et quasi moyennes, on dit que l’état d'équilibre 
statistique est normal ou non dégénéré. 

Soulignons une fois de plus que la nécessité d’introduire des 
valeurs quasi moyennes, au lieu des moyennes habituelles est liée 
à ce que l’état d'équilibre statistique du système peut avoir unèé 
symétrie plus basse que celle du hamiltonien du système. C’est 
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pourquoi, on parle de destruction spontanée de la symétrie. Par exem 
ple, l’état cristallin est un état de symétrie spontanément détruite 
de translations et de rotations de l’interaction des parcicules. 

3.2.2. Théorie de la superfluidité d’un gaz de Bose. La théorie 
thermodynamique des perturbations exposée au paragraphe 3.1.2 
n’est pas applicable à l'étude des propriétés d’un gaz de Bose non 
parfait au-dessous du point de condensation même dans le cas d’une 
interaction faible entre les particules. Ceci est lié à ce que dans les 
séries de la théorie des perturbations apparaissent des termes diver- 
geant dans le domaine des petites impulsions. A son tour cette di- 
vergence est liée à ce que la fonction de distribution de Bose, de 
potentiel chimique nul, se comporte dans le domaine des impulsions 
petites comme »,, — 2mT/p°. C'est pourquoi pour l'étude d'un gaz 
de Bose faiblement non parfait il y a lieu d'utiliser une théorie spé- 
A des perturbations. Cette théorie a été élaborée par Bogolioubov 

Passant à l'étude de cette question, rappelons préalablement 
que, comme noté dans le paragraphe 2.3.4, les opérateurs de création 
et d'annihilation des particules d’impulsion p = O0 peuvent être 
envisagés, pour des températures au-dessous du point de transition, 
comme des c-nombres. C’est pourquoi dans le hamiltonien et dans 
la distribution de Gibbs les opérateurs a et a, peuvent être rem- 
placés par n}”, ro, étant le nombre de bosons d’impulsion p = 0 *). 
Le hamiltonien de l'interaction entre les particules 


1 
V = PEZX >» V(L—3) Oisz, s+407 03 asus 
1234 


où v (p) est la transformation de Fourier de l'énergie d'interaction 
entre les particules 
v(p)= | av (æ)exp(—ipæx), 
peut s’écrire comme 
VV (no) = f (no) + Tee N'+noVitnl/Vs+Vi (3.2.4) 
avec f(n)=nv(0)/27", N'— 2 aa, et 


Ve=syr D v(A)(atai-tatat,)+c.h.**), 
140 
Va= 55 > v (2) Ôi+o, sa; as +c.h., 
12340 
1 + + 
Vi= x > V(1—3) Oise sr drag. 
12340 


*) Pour la démonstration rigoureuse voir [19]. 
**) Ici et plus loin c.h. signifie conjugué hermitien. 
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(Le hamiltonien V s'obtient à partir de (2.2.29) en passant des opé- 
rateurs % (x), ÿŸ* (x) aux opérateurs a,, a;.) 

Lors de la substitution a, — n°, aÿ — nil les opérateurs de 
l'énergie cinétique #, et de l’impulsion P des particules ne changent 
pas, et l’opérateur du nombre des particules est remplacé par l’opé- 
rateur (no) = ñn9 + N°. La distribution de Gibbs & devient alors 


ww (no) =exp{Q —B(S% (ro)—uP —pro —uN’)}, (3.2.5) 


où À (no) = #0 + V (ro) et Q en tant que fonction de B,p,u,no 
est donné par la condition de normalisation Sp w (n,) = 1 (la trace 
est prise dans l’espace des nombres de remplissage de l'impulsion 
p 5 0). On voit que la grandeur n, figure dans le potentiel thermo- 
dynamique Q@ comme un paramètre arbitraire. Entre temps, il est 
clair que nr, — nombre de particules dans le condensat — doit être 
une fonction déterminée de B, p, w. Nous allons montrer qu'on peut 
trouver nr, à partir de la condition de minimum du potentiel Q [19] 


= 0: (3.2.6) 


ôn, 


Nous allons, à cet effet, utiliser la méthode des valeurs quasi moyen- 
nes. Conformément à cette méthode, il faut ajouter au hamiltonien 
GE le terme v7"?”* (a, + ai) détruisant la symétrie du hamiltonien 
par rapport aux transformations de gradient et faire tendre v vers 
zéro après le passage à la limite thermodynamique. En utilisant 
l'identité 
Sp wyS —uP—uN +171 (ao + aÿ), 4 —4a;]=0, 

on trouve 


Qunk/* = 92v7"/*_Spw,[V, a — a]. (3.2.7) 


Puis, en remarquant que [a,, at] = 1, on obtient après le calcul du 
commutateur [V, as — afl, avec substitution ultérieure a, —+ nf 
et en passant à la limite v — 0: 
OV 
—Spwy[V, aÿ— a] 2nt/2 Spw(ns) TE. (3.2.8) 
Comme en vertu de (3.2.5) 
0Q 


oV 
mn À { un — Sp w (no) Te À 
à partir de (3.2.7), (3.2.8), on obtient la condition (3.2.6) ainsi que 
0V , 
u = Sp (7 (no) PE ) (3.2.6 ) 


Les relations obtenues jusqu’à présent sont des relations exactes. 
Supposons maintenant que l'interaction entre les particules est 
faible et la température suffisamment basse. Dans ce cas, r,/9" sera 
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un paramètre grand, car pour 7 — 0 et v (p) — 0 toutes les particules 
appartiennent au condensat. C'est pourquoi le plus grand des termes 
de l’expression (3.2.4) sera f (n4), puis viendront N° df/ôn, et noVo. 
Les termes n;/° V:, V, seront omis, car il n’y a lieu d'en tenir compte 
que lorsqu'on envisage l’interaction entre les quasi-particules que 
nous allons maintenant introduire. 

En supposant que n, est une variable indépendante et en rempla- 
çant dans la formule (3.2.6’) V (no) par f (ro), on trouve le potentiel 
chimique comme une fonction de nr, en approximation principale 
(pour des températures basses et une interaction faible entre les 
particules) : 


(0) & 2e = 2 v(0). (3.2.9) 


En utilisant cette expression et en négligeant dans V (n,) le terme 
no” Vs + V:, on obtient 
w (no) & Wo (no) = exp {Qo — 8 (Ha (no) — uP)}, 


SJ 


ou 
Ba (no) = A0 + RoVe — f (no) (3.2.10) 


et Q, est donné à partir de la condition de normalisation Sp wo (no) = 
— 1. Remarquons que le potentiel Q dans la formule (3.2.5) en appro- 
ximation envisagée coïncide avec le potentiel Q,. 

En utilisant ensuite l'expression explicite (3.2.4) pour V., on 
peut écrire Ga (79) comme 


+ 1 + ht 
ÉE ç (0) = > {œara+f (aïa!, + a304) }— f (no), (3.2.11) 
1: 0 
Où @y = Ey + Pa, €1 — pi/2m, Bi = V (1) 0/7. 
Nous allons maintenant trouver une transformation unitaire U 
(UU* = 1) qui diagonalise cet opérateur, à savoir 


US à (no) U* = 2 wyata, + Es, (3.2.12) 


où E, est l'énergie de l’état fondamental pour 4 (no) et 1 le 
spectre de l'énergie des quasi-particules. Il est facile de voir que 
pour la diagonalisation de #4 (no) il suffit de se limiter aux opé- 
rateurs unitaires U mélangeant les opérateurs a, et a*, [22]: 


Ua,U* = a ch pi + af,sh qu, (3.2.13) 
UaÿU* = aÿ ch qi + ah ps, 


où y, est une certaine grandeur qu'il y a lieu de définir. Il est évi- 
dent. qu’un tel opérateur existe, car les opérateurs a, ch @, +a*, sh m 
et a* ch @ +a sh p,satisfont aux mêmes relations de permu- 
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tation que les opérateurs a, et a’. Remarquons que 

[UasyoU*, a] = — 01, -y shqu, [Uaïr, U*, ai] = — 61. 1° ch mi, 
par conséquent, en vertu de (3.2.11), (3.2.13), on a 
[US 4 (no) U*, à] =— (3 sh pi + Bi ch pi) a'1 — 


— (a Ch Pa + B1 Sh Pr) a = wjax, 
on obtient donc 


Gi Sh Pa + Ba ch ga = 0, a ch mp; + Ba sh qi = ©, 
d’où 
(a? 8Y%. tho 8 3.9 44 
O1 = (a; —f)'", Ps — a (3.2.14)} 


A partir des formules (3.2.13) il s'ensuit 
UPU*= P 
(nous avons tenu compte de ce que (q, = ®,), c’est pourquoi on & 


Uuws (no) U*=exp{Q—8 D (@1— pau) aïas, _ 
L É (3.2.15} 
QR = —PE,. 


Pour trouver l'énergie de l’état fondamental E,, considérons le 
vecteur d'état | 0) dans lequel il n’y a pas de particules au-dessus 
du condensat 


a 10) = 0. (3.2.16) 


En moyennant la relation (3.2.12) sur cet état et en utilisant les 
formules (3.2.13), on trouve 


Es= —f (no) + > (@;, sh qi + Bi ch qi) sh pi. 


Nous allons maintenant trouver l’opérateur unitaire U. En deri- 
vant la relation (3.2.13) par rapport à ®,, on obtient 


OÙ y74 +) 
es Ur UaU* = sh qu+ at4 ch qu, 
[Se >: UaiU* |=atsh Pi + &1 Ch pi. 
1 
En utilisant de nouveau les relations (3.2.13), on trouve 
+ OU + + OU + | = 
| [U x ? a |=ats, [U d41 ? ai |=a, 
d’où 


= —U (aïats— aa) 
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et par conséquent 


1 = 
U — eXp PI >. O1 (a,a_, — aiat1), Pi — Ps: (3.2.1 l) 
1 


A partir de l'expression pour U on peut trouver le vecteur de 
l’état fondamental du système. Ce vecteur, que nous désignerons 
par |0), satisfait à l'équation 


A q (no) | 0) = Eo | 0) 
et, par conséquent, en vertu de (3.2.12), il s'écrit comme 
[0) = U*]0), (3.2.18) 


où | 0) est le vecteur d'état G. 2.16). 

Les valeurs propres des opérateurs a’a, étant égales à 0, 1,2,..., 
la grandeur &, figurant dans la formule (3.2.12) donne, comme nous 
l'avons déjà mentionné, le spectre des excitations élémentaires de 
Bose. Compte tenu des formules (3.2.11) la grandeur w, = ©, peut 
s’écrire comme suit 


o, ={(2)" +582) ele, (3.2.19) 


On voit que dans le domaine … P and le spectre des excita- 
tions élémentaires coïncide avec l’énergie d’une particule libre. 
Par contre, dans le domaine des p petits, le spectre coïncide avec le 
spectre des phonons: 

v (0) )*: 


ro 
Oh —CP, c= | ©  m 


La grandeur c, comme il est facile de le montrer [18], coïncide avec 
la vitesse du son au zéro absolu dans un gaz de Bose faiblement non 
parfait. 

Notons que la grandeur w, doit être réelle pour tous les p. C'est 
pourquoi, on doit avoir la condition v (0) > 0 qui est la condition 
de stabilité de l’état fondamental du système envisagé et signifie 
que les forces de répulsion dominent en moyenne sur les forces d’at- 
traction. 

Nous allons trouver le nombre de particules »#, d'impulsion p; 
dans l’état d’équilibre statistique auquel correspond l'opérateur 
statistique w, (n0). Ce nombre est de toute évidence donné par la 
formule suivante 


r1 = Sp wo (no) aÿa1 = Sp Uws (no) U*UaïaU*. 
En utilisant les relations (3.2.13), (3.2.15), on obtient 
m=rn+({+n-+n.)sh2q, (3.2.20) 


= (exp B (oi — pu) —1)"! (3.2.21) 
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La grandeur n, est la fonction de distribution des quasi-particu- 
les. Comme le système de référence est fixé (le condensat y est au 
repos), la grandeur u = u, doit être interprétée comme la vitesse 
du gaz de quasi-particules par rapport au condensat. Cette vitesse 
est appelée vitesse de la composante normale d'un gaz de Bose. 

L’impulsion P d'un gaz de Bose est, de toute évidence, égale à 

P=Spw,(n) P=Ÿ pn,, (3.2.22) 


n 
c'est-à-dire, en vertu de (3.2.20), 


= Ÿ pnr,. (3.2.23) 
P 


Ainsi l'impulsion d’un gaz de Bose est égale à l'impulsion d’un 
gaz de quasi-particules. 
En substituant dans (3.2.23) la distribution (3.2.21) on obtient 


P=Thu, pu = (20) ur | dppuyns. 


La grandeur p{") peut être interprétée comme la densité de la com- 
posante normale d'un gaz de Bose non parfait, c’est-à-dire comme la 
densité d’un gaz de quasi-particules. Quant à la grandeur pfm) — 
= tm) — bin), où pl") est la densité du gaz, elle peut être inter- 
prétée comme la densité de la composante superfluide d'un gaz de 
Bose. (Dans le système de référence où le condensat est au repos, 
la vitesse de la composante superfluide w, est nulle.) 

Notons que pour que la distribution de Gibbs (3.2.15) ait un 


sens et, en particulier, pour que la grandeur n, soit supérieure à 
zéro, il faut que quel que soit p on ait l'inégalité 


©) — pu > 0. 
Par conséquent 
U << U, My = min —. (3.2.24; 
? 


Ce n'est que pour ces valeurs de la vitesse de la composante normale 
(dans le système où la composante superfluide est au repos) que l’effet 
de superfluidité aura lieu. Landau a donné une théorie phénoméno- 
logique de cet effet [71]. 

Nous allons maintenant trouver le caractère que porte l’état 
fondamental | 0). A cet effet, on définit la grandeur 


L = (0jexp D E,at[0) = (OU exp D) £,aft10). (3.2.25) 


En dérivant L par rapport à ë on peut trouver les grandeurs 
(0 |aÿ,..., añ | 0) qui sont les amplitudes des probabilités pour 
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un ensemble donné de particules se trouvant au-dessus du conden- 
sat d’être dans l’état fondamental. En dérivant L par rapport à q 
(l'opérateur U dépend de ®,) et en utilisant la formule (3.2.17), 
on obtient 

ôL 


1. = — (OU (aïa* ; — a,a_,) exp > ë2a5|0), 


d'où 


= (0jaia_U exp © Eail0). (3.2.26) 


Puis, compte tenu des relations (3.2.13) et (3.2.25), (3.2.26), on » 
(O[Ua;a_, exp 5 à Ea 510) = 612, 


(O]Uaïa* 1 exp D\ £a5[0) = 
2 
= sh? p, (0[a-ja,U exp © Ea5[0) + sh p, ch pi = 


= sh? + sh w, ch o,Z. 


Pi 


D'où l’on obtient 


= | SE th m)Z- 


ch 
En intégrant cette équation et en Pen que L |,,=0 = 1, on 
trouve finalement 
1 1 
L=Liexp{r D Ebithqu}, Lo=exp{—7 Sinchqu}. 
1 1 
(3.2.27) 


La grandeur Z est de toute évidence la probabilité que dans 
l’état fondamental il n’y ait pas de particules au-dessus du con- 
densat. Cette grandeur est égale à 


L;=p\, p=exp {5 | dpi Inch qu}, 
où v, est le volume rapporté à une particule et N le nombre total 


de particules. On voit que pour V —+ œ cette probabilité tend, 
comme il se devait, vers zéro *). 


*) Ceci est étroitement lié à ce que l’opérateur unitaire U n'existe qu'avant 


le calcul de la limite ob et Y® + oo, N—00, carpour NW —+ 0 on a 
(0OJaÿ....aï | 0) — 
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La formule (3.2.27) montre que la probabilité pour un ensemble 
de particules d’impulsions p,, - .., Ph Se trouvant au-dessus du 
condensat d'être dans l’état fondamental n'est différente de zéro 
que dans le cas où r» est un nombre pair et les particules peuvent être 
divisées en paires ayant des impulsions égales mais de sens opposé. 
En particulier, la probabilité pour une paire de particules d’impul- 
sions p et —p se trouvant au-dessus du condensat d’être dans l’état 
fondamental est égale à Li th° @,.. Ainsi th° o, est la probabilité 
relative pour une paire de particules d’impulsions p et —p de se 
trouver à l’état fondamental. 

Les quasi-particules que nous avons introduites ne sont pas un 
gaz parfait, elles interagissent entre elles *). On peut étudier cette 
interaction en tenant compte des termes 2{/° V,, V, dans le hamilto- 
nien #8 (no). Mais nous n'étudierons pas ici cette question **). 

3.2.3. Théorie de la superfluidité d’un gaz de Fermi et phénomène 
de supraconduction. On sait qu'entre les électrons de conduction 
dans un métal il y a une interaction caractéristique liée à l'échange 
de phonons. Cette interaction donne lieu à une corrélation entre les 
électrons qui ont des impulsions et des spins de sens opposés. Par 
suite de cette corrélation entre l’état fondamental du système d'’élec- 
trons et ses états excités peut apparaître une fente énergétique, dont 
l'existence est à mème d'expliquer l’état de supraconduction. 

L'hypothèse physique principale qui explique l'effet de supra- 
conduction par la formation de « paires » d'électrons possédant des 
spins et des impulsions de sens opposés est due à Cooper [69]. En 
se basant sur cette idée, Bardeen, Cooper et Schrieffer ont élaboré 
la théorie de la supraconduction [15]. Presque simultanément Bogo- 
lioubov a développé une autre méthode d'étude de la supraconduc- 
tion, basée sur une analogie physique et mathématique entre les 
effets de supraconduction et de superfluidité. En paiticulier, il à 
obtenu les équations dites équations de Bogolioubov (23, 24, 52] 
dans lesquelles la méthode du champ self-consistent de Hartree-Fock 
est généralisée au cas d’un système dont la symétrie a été spontané- 
ment perturbée. Ces équations permettent d’étudier les états spatiale- 
ment non homogènes des supraconducteurs. 

En abordant l'étude de l'interaction entre les électrons due à 
l'échange de phonons, remarquons qu'elle ne peut être décrite sur 
la base de la notion d'énergie potentielle de l'interaction entre les 
électrons, car en réalité les électrons et les phonons doivent être 
envisagés comme un système dynamique unique. Cependant nous 
n’allons pas étudier ici ce problème et nous nous limiterons à l’étude 
d'un certain modèle dans lequel les fermions de spin 1/2 sont en 


*) On peut trouver dans [114] une étude détaillée des processus physiques 
liés à cette interaction. | 
**) On peut trouver dans [108] une étude mathématique de cette question. 
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interaction, celle-ci pouvant être décrite par l'énergie potentielle 
V (x, — zx.) qui ne dépend que de Ia différence des coordonnées spa- 
tiales des particules et est indépendante de leurs spins. Dans ce modè- 
le le hamiltonien de l'interaction des particules s'écrit 


LA =+ | rs dtabos (T1) Vos (&2) V (ti — T2) Vos (T2) Vos (&1) 


(3.2.28) 
(on suppose qu'on effectue la sommation sur les indices de spin ré- 
pétés). 
En introduisant la désignation 
= | ue 
À 620; (q; æ) TS | d'X Vo: (x—-5) Vos (x++ 


' 
ne) 
. 


J 


{ax 
] e 


(3.2.29) 


et en remarquant que 


Vos (X—+) vi (X +5)= D dos oi(9, a)expigX, 
q 


on peut récrire Ÿ comme suit 


V=ir | BrÂt. (0, x)V(x)Aoso (0, %)+ Sin, (3.2.30) 


ins T D | drÂiso (a, æ)V(æ) Au. o1(9, 2). (3.2.81) 
a#0 


Nous devons étudier l’état d'équilibre statistique d’un système 
de fermions de hamiltonien égal à # = &2, + V. (#2, étant l'’opé- 
rateur d'énergie cinétique donné par la formule (2.2.29).) En résol- 
vant ce problème il y a lieu de tenir compte du fait que lors des 
transitions de phase la symétrie de l’état d'équilibre statistique peut 
devenir inférieure à la symétrie du hamiltonien é£. Pour prendre 
ceci en considération, on doit, conformément à la méthode des 
valeurs quasi moyennes, perturber la symétrie du hamiltonien ini- 
tial 4 en lui ajoutant le terme ÔSE = v$%,, où dZ, n’a que les élé- 
ments de symétrie qui restent intacts lors de la transition de phase. 
Après le passage à la limite thermodynamique, dans les valeurs 
moyennes des opérateurs des grandeurs physiques, il est nécessaire 
de faire tendre le paramètre v vers zéro. Le hamiltonien initial est 
de tout évidence invariant par rapport aux transformations de 
translation ainsi qu'aux transformations de gradient 4 (x) —> w#" (x) — 
= 4 (x) exp iax. Nous allons supposer que lors de la transition de 
l’état normal à l’état supraconducteur (superfluide) il n’y a pertur- 
bation que de l’invariance de gradient, bien qu’en réalité on puisse 
être en présence des états de supraconduction dans lesquels sont 
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perturbées l’invariance de translation (supraconduction en présence 
de réseau cristallin) et l’invariance par rapport aux rotations des 
spins (supraconduction en présence de rangement magnétique). Pour 
tenir compte de la perturbation de l'invariance de gradient, nous 
allons prendre é#, sous la forme 


= | das drbéa(xs) 2 (23) Los, ce (Gi— 22) + ch, 


OÙ YXo,, o, (Xi — X2) est une certaine fonction de la différencex, — x, 
dépendant des indices spinoriels ©, et 04. Il est évident que &, 
détruit la symétrie par rapport aux transformations de gradient, mais 
laisse intacte l’invariance de translation. Pour que l'invariance 
par rapport aux rotations des spins reste également intacte, il faut 
que %o,, o, (T1 — Ze) Soit de la forme 


os, az (Xi — L2) = f (Xi — 2) Los, 02 (3 2.32) 
où f (x) est une certaine fonction de x ne dépendant pas des indices 
spinoriels, et YXo,.a, = —%Xa,. os X-1/2,17: — 1. En effet, une rota- 


tion quelconque des spins peut être décrite par la transformation 
unitaire U: 


Vo (T) —+ Vo (TZ) = Ro, Vos (x) = Ur (x) U*, (3.2.33) 


où R5.9° est une matrice carrée à deux lignes et deux colonnes de 
déterminant égal à 1. Il est facile de voir que cette transformation 
laisse invariant le hamiltonien &#, USÆU* = 2. Pour que l’opé- 
rateur é#£. soit également invariant par rapport à cette transforma- 
tion, on doit avoir la relation 


Ro, o:Ro,, 0, Ko. 04 (Ti — 22) = 3, o, (Ti — 22), 
d'où l’on trouve la formule (3.2.32). | 
Ainsi, l’état d'équilibre statistique, conformément’ à la méthode 


des valeurs quasi moyennes, doit être décrit par l'opérateur sta- 
tistique 


Wy=exp{Q—-B(H +vi—uP—-uN)). (3.2.34) 


En supposant que cet opérateur, à la limite thermodynamique, 
satisfait au principe d’affaiblissement des corrélations, on peut 
considérer que 40,, 0, (0, x) est un c-nombre égal à 


A0, 0, (0, x) = Sp w4o, 0, (0, x). (3.2.35) 
En effet dans l'intégrale 


T1 TX Spusto, (X—5) Vo, (X+5)#' (x)... t(r)= 
go 


= Speo, o, (0, æ) (1)... p(z,) 
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à la limite 7° — co, seuls les points X infiniment éloignés entrent 


en jeu. C’est pourquoi, en vertu du principe d'affaiblissement des 
corrélations, on a 


Sp WyÂo, 9, (0, æ) Ÿ* (xs) ... p(x) Tr 


es? Aou 0, (0, &) Sp ww" (as)... (2), 


où 45,, 9, (0, x) est donné par la formule (3.2.35). Nous allons main- 
tenant écrire le premier terme dans la formule (3.2.30) sous la forme 


LT [av (æ) (43, 0, (0, 5) — 48, 9, (0, 2)) (Ac, o, (0, 2)— 
—Ao,0, 0, 2)+57 | BV (z){Aë,. 0, (0, &) os, 0, (0, &) + 
+ A, o (0, x) A5,, 6 (0, T)}— 
—5 7 | dxv (x) A%, 0, (0, æ) Ao,, 0, (0, &). 


Remarquant qu'en vertu du principe d'affaiblissement des corré- 
lations et de la définition (3.2.29) on a 


Sp w, (4%, 0, (0, z)— 4%. 9, (0, æ)) X 
X (45, Oi (0, x) — Ào,, O! (0, æ)) Ter 0, 


on remplace dans l'expression de w, le hamiltonien &£ par dfers 
Ben Ho+T | PV (){4b,. 0, (0, 2) 40, 0, (0, &) + 
LÀ, Oi (0, T) A6,,"0, (0, x)} + int + Es, 


où Eos = —1/27 | dx V (x) AG, o, (0, &) Ao,, o, (0, x). Ce « hamil- 
tonien » efficace n’est pas de toute évidence invariant par rapport 
au gradient, c'est pourquoi en remplaçant dans l'opérateur statisti- 
que de Gibbs GÆ par “er, on peut poser v = 0. 

On peut donner un fondement plus rigoureux à la substitution, 
à la limite thermodynamique, du hamiltonien ££ dans la distribu- 
tion de Gibbs par S£err, en envisageant les équations du mouvement 
pour les fonctions de Green (4.1.16) (voir $ 4.1) tout comme on l'a 


fait dans [19] pour le cas de systèmes de Bose. J1 se trouve alors 
que le terme 


RH Her ET | PV (2) (45, 0, (0, 2) — 43, 0, (0, 2) X 


X (do, o, (0, æ)— Ao,. a, (0, x) 
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n'influe pas sur les équations du mouvement pour la fonction de 
Green à la limite thermodynamique Ÿ° —+ oo. 

Vu que l'opérateur w, donné par la formule (3.2.34) commute 
avec l'opérateur U, on obtient en vertu de (3.2.29), (3.2.33) 


do, 00,2) = Sp ur Âo,. 0, 0: 2) U* = Ro sy Royer Age (Os 2) 
d'où | | 
A, Os (O, x) =C (x) Xo,, Su 


où C (x) est une certaine fonction de x. La fonction C (x) étant ré- 
elle, on peut écrire cer comme 


'ett = À 9 (A) + int 


où 
Ha (A)= 7e | 2V 5 (6) Vito (2) — 
ji | Œridz À (ts — 22) ("1 (ms) Pi (Se) +1 (22) Ÿ_ 1 (m1)} + Eo 
2 2 2 2 
et 
À (œ) = —V (x) C (x). (3.2.36) 


En vertu de (3.2.35) la fonction C (x) est déterminée à partir de 
l'équation 
C(æ)=Sp w (A): (0) 1 (x), (3.2.37) 
3 2 


où w (A) est l’opérateur statistique correspondant au hamiltonien 
PBett : 


w (A)=exp{Q —$ (er —uP —pN)}. (3.2.38) 
En supposant que À (x)est un paramètre libre, il est facile de 
voir, à partir de la formule (3.2.36) ainsi que de la relation 
Q = Q (A, B, nu) = —In Sp exp {—BP (Per —uP — uN)}, 


que l'expression (3.2.37) pour C (x) minimise le potentiel thermody- 
namique 


6aQ (A, B, u) = 0. 


Cette relation est analogue à l’équation (3.2.6) de la théorie du gaz 
de Bose dégénéré. 
En passant des opérateurs (x) aux opérateurs 


Î Î 
pi(r)=7" * Maetrr, 1 (x)= 7 * Dbje-ire, 
P , P 


11—0393 
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on peut écrire l'expression de 4, (A) comme 


HAA)= D (aie, + 65b,)— D! A (p) (ai-b* +618) + Eos 


P P 


A (p)= | Pr A(z)e-re— — | dzV (x) C(æ)e-ir?. 


(Remarquons qu'en vertu de (3.2.37), (3.2.38), on a A (p) = A (—p). ) 

Ï1 s’agit maintenant de trouver la structure du spectre de l’opé- 
rateur SRerr —uP — UN figurant dans la distribution de Gibbs 
(3.2.38). Ce problème étant très compliqué, nous nous limiterons au 
cas de l'interaction faible, cas où dans le hamiltonien efficace on 
peut ne pas tenir compte du terme in. Ainsi, nous allons étudier 
la structure du spectre de l'opérateur $&£, (A) —uP — uN. Au spectre 
de cet opérateur seront liées certaines excitations de Fermi formant 
un gaz parfait de quasi-particules de Fermi. La présence de #/jnt 
donne lieu à différents processus d'interaction entre les quasi- 
particules, que nous n'envisagerons pas ici. 

Pour la diagonalisation de l'opérateur 


a (A)—uP—uN = > {Ep (apap + 07 ,b_,) — 


— A (p)(aibty+6-105)}—uP+ Es (3.2.39) 
où £,—p2?/2m—pu, on introduit l'opérateur unitaire U : 
Ua,U* = a, cos p, + b!,sinp,=4;,, 


Ub_,U” = — a; sin Php + des COS Py = b_, (3.2.40) 


où la phase p,—æ_, est déterminée à partir de la condition de 
diagonalisation de l'opérateur U (,(A)—uN)U* [24]: 


U (23 (A)—uN)U*— à Op (ap@n + bb») + É0- (3.2.41) 


La grandeur w,, qui est une certaine fonction de p est ici l'énergie de 
la quasi-particule, et , l’énergie de l’état initial du système envi- 
sagé estimé à partir de la valeur uW. 

L'opérateur de l'impulsion P, comme il est facile de s’en rendre 
compte, satisfait à la relation UPU* = P, c'est pourquoi le terme 
uP dans (3.2.39) reste inchangé lors de la transformation 
unitaire U. (L'existence de l'opérateur U est liée à ce que les opé- 
rateurs a,, b, satisfont aux mêmes relations de commutation que 
les opérateurs a,, b,.) 

En remarquant que 


{Ua,.U”, b_,}= —{Ub_,U*, a,}—06,,.sin p,, 
{Ua,U*, a} 6, cosp, {Ua,U*, a,}={Ub_,-U*, b_,}=0 
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et vu que pour des opérateurs arbitraires 4,.B, C': 
| (AB, C]=A{B, C}—{A, C}B, 


’ { ‘ 


on a | 
[U (Æa(A)—uN)U*, a,]= —E, cos pUa,U*—E, sin q,Ub ;U* + 

+ A (p) cos q,Ub*,U* — A (p) sin qUa,U* = — 0,0, 
d'où à partir de (3.2.40) on obtient 


A(p)cos 2e, —E&,sin2p,, E,cos 2p,=0,—A (pj)sin 29, 
ou 
sin 2, ="), cos 2p,= À, o, = (#3 +A2(p))"*. (3.2.42) 
P p 
Il découle de ces formules que pour A (p) = 0, la phase @, = 0 si 
p>pret®, = 1/2sip< pr (pr étant l'impulsion de Fermi limite, 
pr = (2mu)"?). Ainsi nous allons considérer que pour A = 0 la 
transformation unitaire (3.2.40) diffère également de l'unité et 
s'écrit comme suit 


Œp, P > Pr; 
Ua ,U* |, =4;-| 
la ne pe pr, 
, Dh; P > Pr: 
DD home | PTT 


Cette transformation correspond à la transition des opérateurs de 
création et d'annihilation des particules a;, a, aux opérateurs de 
création et d'annihilation des « particules » et des « trous » a;*, a; 
à savoir: a, pour p =>pr est l'opérateur d'’annihilation d’une 
« particule », et pour p << pk l’opérateur d'annihilation d’un « trou ». 
Nous allons maintenant trouver l'énergie de l’état fondamental 
€o. En prenant la moyenne dela formule (3.2.41) sur l'état du vide 
|0) des opérateurs a,, b,,a, | 0)= b, |0) — 0 et en utilisant les 
relations (3.2.40) ainsi que la définition de é£, (A), on trouve 


60 = > (Ep — Op) (3.2.43} 

Comme nous l'avons déjà mentionné, UPU* — P, c'est pour- 

quoi, en vertu de (3.2.41), l'opérateur statistique w (A), lorsqu'on y 

néglige c#'in (nous le désignerons par w, (A)), se transforme lors de 
Ja transformation unitaire U comme suit: 


wo (A) + Uu, (A)U* = exp (Q—8 Ÿ (w,—uwp) (aïa, + btb,)}, 
p 
(3.2.44) 


11° 
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où Q, se détermine à partir de la relation Sp w, (A) = 1. Remarquons 
que Uwç(AU* peut être considéré comme l'opérateur statistique 
d'un gaz de quasi-particules. 

Nous allons passer à la définition de la fonction À (x) qui est liée 
à la fonction C (x) par la relation (3.2.36), de plus C (x), en vertu 
de (3.2.37), est donnée par l'équation suivante 


C(x)=-7 D é?° Sp wo (A) ab. 


P 


Remarquant que 
Sp u (A) a,b_, = Sp Uuw, (A) U*Ua,U*Ub_,U*, 
on obtient conformément à (3.2.40), (3.2.44) | 
Sp LD) (A)ah-p=(1—n, —n_,) COS Py Sin P, 
où nr, est la fonction de distribution des quasi-particules : 
= Sp Uuw, (A) U‘atay={1+expB(w,—up}}!, (3.2.45) 
par conséquent, _— tenu de (3.2. 32), on a 


C(x) = Sr 2 + + An, —",) eirx, (3.2.46) 


D 


En substituant (3.2.46) dans (3.2.36), on obtient pour la fonction 
À (p) l'équation intégrale non linéaire suivante 


1 No LE 
A(p)}= —#75 D v(p—p}A—ny Rp) EL, (3.2.47) 


p° 


op=(E+ A2 (p))# et v(p)= | dxV (x) exp ipz. 


Cette équation, en plus de la solution triviale A (p) = 0, peut 
-avoir une solution réelle, différente de zéro. Ceci apparaît dans le 
cas d'une interaction aussi faible que l’on veut, pourvu que les 
forces d'attraction agissent entre les particules. 

Nous allons trouver l’état propre de |’ opérateur a (A) — uN 
qui correspond à à sa plus petite valeur propre €,. En vertu de (2- 3. 85), 
cet état s'écrit 


[0) =U*]90), (3.2.48) 
de plus 
(a. (A)—uN)F07= 0] 0): Us 
._ Si A=0,0ona ol =2 Y'E&, Ainsi, pour per on 


EclA=—0 PP 
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a 80 < 80 la=0 et par corséquent, la. solution non:triviale de 
l'équation (3.2.47) (si elle RES correspond à l'état énergétique 
plus bas. 

La grandeur À (PF) a un sens physique simple : elle correspond à 
une fente énergétique entre les états fondamentaux et le premier 
état excité d’un gaz de quasi-particules. 

Il est également facile de trouver l'expression explicite de l’opé- 
rateur U. En effet, à partir de (3.2.4)) on a pour , = ô, infini- 
ment petit 


U=1A+IiDT,ôp, Tp=T-m 
P 


où l'opérateur hermitien 7, satisfait à l'équation suivante 


: 1 ,, : Là 
[Th Hp] = 0», LT 05] = —7 4» 


et, par conséquent 
Ty={abt, —b_,a,+at,b}—b,a,). 
Comme œ, est un paramètre additif du groupe de transformations 
(3.2.40), on a 
U = exp 2 Pp (b- pp — 45? à). (3.2.49} 


En utilisant les règles de commutation pour les opérateurs 
a», bp, il est facile de montrer que 


| 0) = Il (cos p, + sin p,a;b*,) | 0). 


En l'absence d'interaction, À — 0 et, comme mentionné, p, = 0 

IX , . , 
pour p > pret, = POUr p € Pr. C'est pourquoi le vecteur d'é- 
tat | 0) pour À = 0 s'écrit 


| 0)[a=o = [] a;b=} | 0) 
P<Pp 
et correspond à des particules sans interaction, remplissant une 
sphère de Fermi de rayon p-. En présence d'interaction, c’est-à-dire 
pour À = 0, le vecteur de l’état fondamental | 0) est la superposi- 
tion d'états correspondant à des paires de particules sans interaction 
qui ont des spins et des impulsions de sens PHP La probabilité 
de trouver V paires d'impulsions (p;1, —p1), . .- ., (P»;, —Pn) dans 
l'état | 0) est égale à 


(R | 0) — [] sin P», [| COS Pp,: 


p;f£ DC 


où | N)=— If, a>,0=p, |0) et R désigne l’ensemble des variables d’im- 
P4E 


166 ÊTATS D'ÉQUILIHRE DES SYSTÈMES QUANTIQUES (CH. 3 


pulsion p;, ..., pv. Comme sin p, = 0 pour p > pr et cos p, = 0 
pour p< pr, l'amplitude (%|0) n'est nulle que si le vecteur | R) 
diffère du vecteur |0)|a-o par une redistribution des paires 
d'opérateurs a;b_; au voisinage de la surface de Fermi. 

Ainsi, on peut considérer que l’état fondamental pour A = 0 
est formé de paires de particules se trouvant en corrélation forte 
seulement au voisinage de la surface de Fermi et ayant une impul- 
sion totale et un spin total nuls. Ce gaz de particules appariées est 
analogue à un condensat de Bose au repos, et tout comme le con- 
densat de Bose, il est doué de la propriété de superfluidité. Il est 
facile de voir que cette propriété apparaît si le paramètre v figurant 
dans la distribution de Gibbs n'est pas supérieur à une certaine 
valeur critique u,. En effet, en vertu de la formule (3.2.44), pour 
l’état d'équilibre statistique, il faut que la condition w, — pu > 0 
soit vérifiée pour p quelconques. Par conséquent, on a 


U<TUy, Up = De + EE : (3.2.50) 


Comme la grandeur À (pr) dépend de u et de T, u, sera une fonction 
de u et de 7 


La grandeur u = u, peut être interprétée comme la vitesse d’un 
gaz de quasi-particules, c'est-à-dire la vitesse de la composante 
normale par rapport au condensat de paires qui est supposé au repos. 

Tout comme dans le cas d’un gaz de Bose non parfait, l'impul- 


sion moyenne du gaz de Fermi envisagé est égale à P = > Php. 
P 
Cette impulsion peut s'écrire sous la forme: 
P—Fpr un, 
« (m) e e # 1 d . Cd | 
où p, est interpretee comme la densite de la composante normale 
d'un gaz de Fermi. Pour un gaz de Fermi faiblement non parfait 


(m)__ Tr 


n — (27) Ur” | dSppunp . 


La grandeur pf = ptm) — pl" (plm) étant la densité d’un gaz 


de Fermi) est la densité de la composante superfluide. (Dans le 
système de référence que nous avons adopté la vitesse de la compo- 
sante superfluide est nulle.) Ainsi, tout comme un gaz de bosons, un 
gaz de fermions est doué de la propriété de superfluidite. 

Pour les fermions chargés, la superfluidité est équivalente à la 
supraconduction. Connaissant la grandeur de la vitesse critique w,, 


pour u, —= 0, on peut estimer la densité d’un courant de supracon- 


duction js; = 2euçm”1p!"), où p") est la densité de la composante 


superfluide du gaz d'électrons. 
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Jusqu'à présent, nous avons partout négligé le terme fine du 
hamiltonien total, ce qui n’est vrai que dans le cas d’une interac- 
tion faible et au loin de la température de la transition supracon- 
ductible. On peut cependant élaborer un modèle de hamiltonien 
dans lequel il n’y a pas de terme fine correspondant à l'interaction 
entre les quasi-particules. Dans la représentation des impulsions ce 
bamiltonien est 

V= GI J(p,p')aib*,b_,ar, (3.2.51) 
pp° 
où / (p, p') est une certaine fonction des impulsions décrivant l’in- 
teraction entre les particules. Dans ce hamiltonien (appelé hamilto- 
nien de Bardeen) on tient compte seulement de l'interaction entre 
les fermions d’impulsions et de spins de sens opposés. Dans la repré- 
sentation des coordonnées le hamiltonien (3.2.51) s'écrit 


V= 7 | dir, da, dia; déri (21) p° 1 (&2) X 


x L'(ai—2, 22) D 1 (æ) ba (x), (3.2.52) 


T(x, z')=(27)* | dép d'p'I (p, p')exp(izp—ix'p'). 

Nous allons voir certaines particularités du modèle de hamilto- 
nien (3.2.52). Tout d'abord à la différence de l'interaction poten- 
tielle ordinaire (3.2.28), l'interaction (3.2.52) n'est pas localisée 
dans l’espace, car le noyau 7 (x, — æ,, x; — 2x.) ne décroît pas pour 
1 —%X, — et X, — KL», &, — æ.. De plus, pour un système d'un 
grand nombre de particules, à la limite 7° — oo, le hamiltonien 
{3.2.52) ne conduit, dans le cadre de la théorie des perturbations, à 
aucun changement des fonctions de distribution à particules mul- 
tiples. En d’autres termes, dans le cadre de la théorie des perturba- 
tions un gaz de fermions reste parfait, indépendamment de la pré- 
sence d'un hamiltonien d'interaction V. En effet, comme dans le 
cadre de la théorie des perturbations seules les liaisons normales 
(voir paragraphe 3.1.2) y‘ sont différentes de zéro et les liaisons 


anomales 1#*#p*, y sont nulles, les corrections aux fonctions de 


fun … 
distribution à particules multiples liées au hamiltonien V, en vertu 
de (3.1.29), seront proportionnelles à 7*-! et disparaîtront pour 
T° —+ 00. 

L'apport de V dans l'énergie du système, le potentiel et d’autres 
fonctions thermodvnamiques sera également infiniment petit. Par 
exemple, pour la première approximation de la théorie des pertur- 
bations la correction à l'énergie du système sera égale à 


— F1 | d°r, dix, dx, d'x,Tl (ti-—2, x, — x.) X 
X 1 (21) a (25) Ÿ° 1 (æ2) D 1 (&)- 
PT 6 PRES DE 
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Les liaisons écrites décroissent pour z, —Z, —> ©, Z: — x, —> ©, 
cette grandeur ne contient pas le volume Ÿ”, alors que l'énergie du 
système doit être proportionnelle au volume Ÿ°. Remarquons ce- 
pendant que, si les liaisons anomales étaient différentes de zéro, 
il en serait tout autrement et les corrections aux fonctions de distri- 
bution à particules multiples seraient finies, alors que la correction 
à l’énergie serait proportionnelle à Ÿ°. Par exemple, la correction 
du premier ordre à l'énergie serait égale à 


y | dir, dir, dr: ds (æ) (É 1 (&) X 
2 2 


et serait proportionnelle à 7”, car l'intégrale dans ce cas est pro- 
portionnelle à Ÿ°'?. On peut en conclure que le hamiltonien (3.2.52) 
ne donne pas lieu à des effets liés à ce que le système de Fermi n'est 
pas parfait pour les états normaux auxquels on peut appliquer les 
méthodes de la théorie des perturbations. Au contraire, ce hamil- 
tonien donne lieu à des effets réels pour les systèmes dégénérés, pour 
lesquels les moyennes anomales {pp} sont différentes de zéro. L’avan- 
tage méthodique du hamiltonien (3.2.52) est en ce qu'il admet à la 
limite Ÿ° — oc la solution exacte du problème d’un grand nombre 
de fermions à des températures quelconques *). 

En procédant tout comme lors de la déduction des formules 
(3.2.30), (3.2.38), on peut passer du hamiltonien (3.2.52) au hamil- 


tonien efficace <#err dans lequel les opérateurs 45.9, (0, x) sont 
remplacés par des c-nombres. Le noyau 7 (x, —zx., x, —zx:) ne 
dépendant pas de æ, —x;, le hamiltonien ne contiendra pas les 
opérateurs 45,,0, (q, æ) pour g 0. En d’autres termes le hamil- 
tonien efficace er ne contiendra pas le terme int et s’écrira 
comme suit : 


Sett mi A o — 
— | Er, dr À (Gi — 22) (b_1 (&2) 1 (1) + 
2 
+ Ce) 4 4 ())+ En (8.2.53) 
2 2 


= 
A o = à Ep (Chap + 050»), 
P 


*) Dans{[31] on peut trouver une étude mathématique rigoureuse des modèles 
de hamiltonien de Leme plus générale que celle du hamiltonien (3.2.52), qui 
admettent une solution exacte du problème d’un grand nombre de particules 
à la limite thermodynamique. 
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où e, est l'énergie de l'électron de quasi-impulsion égale à p, et la 
fonction A (x) est donnée par l'équation 


A (æ)= | d'a’ (e, 2°) Sp w (A) _ à (a) V1 (æ). 


L'opérateur w (A) est déterminé par la formule (3.2.38) où pour 
hamiltonien on a pris le hamiltonien (3.2.53). 

Par une procédure analogue à celle utilisée pour trouver la for- 
mule (3.2.47), il est facile d'obtenir une équation intégrale pour la 
fonction A (p): 


1 rs À j eu “a ‘ 
A (p)= ge D LP, pp A —fey),  (8.2.54) 
p° 


où comme auparavant &Wn — AS + A(p}}A,E, = e, —u,n, étant 
donné par la formule (3.2.45). 

Pour trouver le caractère des solutions de cette équation, nous 
allons supposer que la fonction 7 (p, p') est différente de zéro et est 
égale à la constante J si | &, | < 6, | ë, | < 6, où 6 est une cer- 
taine constante (pour le mécanisme phononique de la supraconduc- 
tion l’ordre de grandeur de la constante 6 coïncide avec la tempé- 
rature de Debye). On a alors 


A( = |&1> 6, 
PT TA, 1E,1<e, 
où la constante A est déterminée à partir de l’équation 


Fer 
RS 3.2.55} 
27 WE, 128 (E2, + Ar) 1/2 ( Ÿ 


la sommation s'effectue sur les impulsions satisfaisant à la condi- 
tion — |E,|<< 6. Cette équation a une solution a si 
[> 0 et détermine A en fonction de la température T et de la vitesse 
u,, A= AT, u,). 

Pour T = 0 et u, = 0 cette équation s'écrit 


= I 8+(82+42)1/? 
1= D (+4! Ve PE In OSEO, (3.2.56). 
15,1<6 


où As — À (0, 0). En supposant que A, & 6, on obtient 


A0 = 20 exp(—-#—). 


Cette formule montre qu'en l'absence d'interaction (7 — 0) la 
grandeur À, s’annule. 
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En utilisant la formule (3.2.56) et en supposant que À < 6, on 
peut écrire l’équation (3.2.55) comme suit 


À 1 a —1/2 
Pan | PP (+ A9, 
«d’où en intégrant sur les —. entre les vecteurs p et u,, on obtient 


+ = are ap {2+ 


A 1 . PF (&,— Pun) 
pur ? 1-+exp B(&,,+ Pun) en 
Cette équation donne À comme fonction de ? = B-! et de u,. Pour 
T = 0 cette équation devient 


œ 


In 


In — 


= 1 _ 
In mE M Cour +) © (pu, Op). 


Ainsi, on voit que pour u, <Z Us, Où uso — Ao/pr, l'intégrale s'annule 
‘et par conséquent la grandeur de la fente A coïncide avec AÀ,, c'est- 
a-dire qu'elle ne dépend pas de la vitesse. Pour u, > u, À com- 
mence à dépendre de la vitesse u, et s’annule pour u, = u,, où 
u. est donné par l'équation 


In 


1/2 pr+(p}-+ mu?) 
—_ 1 + 1 


— DPF (pF + mue c) 2pr 


Aa Ys 
2PFue : 
(3.2.58) 
Pour A, < pf/2m = 1, la solution de cette équation est de la forme 


€ el e 
U=T AoPF' = 7 © 1,36 u,. 


Ci-dessus nous avons noté que l’état de superfluidité est instable 
pour u, > Us (un, T). On voit maintenant que pour T7 = 0 la gran- 
deur A (u,, 0) s'annule non pas pour u, = u, mais pour u, = 
— 1,36u,. Ceci signifie que dans l'intervalle u, << u, << u, (pour 
T = 0) l’état de superfluidité sera métastable et se conservera jus- 
qu'à la vitesse u. si l'on s'approche de uv. du côté des vitesses faibles; 
si, au contraire, on s'approche de u. du côté des vitesses grandes, l’é- 
tat de superfluidité apparaîtra pour u, = u,. En supposant dans 
(3.2.57) À = 0, on obtient l'équation 


In = — 3 In 2+ 
t 1  expB(lE,l—pun\ 
—_— 1 {2 P _ n2 
À mpr | aplè, LP (24 pr 10 ap son ) Ph) 


donnant la ligne d'équilibre de phase des états supraconducteur et 
normal. 


CHAPITRE 4 


MÉTHODES D'ÉTUDE DES ÉTATS HORS D’ÉQUILIBRE 
DES SYSTÈMES QUANTIFIÉS 


$ 4.1. Réaction d’un système à une perturbation extérieure 


4.1.1. Opérateur statistique des systèmes dans un champ exté- 
rieur faible. Comme nous l’avons vu au chapitre 2, la description 
microscopique le plus complète des états d’un système quantique 
est la description à l’aide d’un opérateur statistique p (t) = p satis- 
faisant à l'équation du mouvement (2.1.7), à savoir: 


I PIX, pl, (4.1.1) 


où “# est le hamiltonien complet du système, qui n'est pas obliga- 
toirement fermé et peut se trouver dans un champ extérieur variable 
(dans ce cas le hamiltonien sera une fonction donnée du temps 
= SK (t)). La résolution de l'équation (4.1.1) avec la condition 
initiale p (0) = p,, où p, est un opérateur donné, permet en principe 
de résoudre le problème fondamental de la physique macroscopique 
revenant à la recherche de la valeur moyenne d’une grandeur physi- 
que quelconque a: si à cette grandeur correspond l'opérateur à, 
la valeur moyenne a ({) sera donnée par la formule 


a (t) = Spp (t) a. 


Si le système se trouve dans l'état d'équilibre statistique, on a 
p = w, où w est l'opérateur statistique de Gibbs (3.1.1). Par contre, 
si l’état du système est hors d'équilibre, on ne peut donner qu'une 
solution générale formelle de l'équation (4.1.1) 


p () = U (t) PU (1), 
où l'opérateur unitaire U (t) satisfait à l'équation 
ET = SE (EU (E) 


et à la condition initiale U à — 1. Pour obtenir des résultats con- 
crets, il y a lieu d'utiliser des assertions physiques supplémen- 
taires. 

Le plus simple des cas est celui où le système se trouve tout 
d’abord à l’état d'équilibre statistique, puis à un certain instant 
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apparaît un champ extérieur qui fait sortir le système de l’état 
d'équilibre. Si l'intensité du champ est suffisamment faible, l’état 
du système différera peu de l'équilibre, c'est-à-dire que l’opéra- 
teur statistique du système différera peu de l'opérateur statistique 
de Gibbs et l'écart de p à w peut être trouvé par la résolution de 
l'équation (4.1.1), par la méthode de la théorie des perturbations. 

Les problèmes où il n'y a pas de champ extérieur sont plus com- 
pliqués, mais les interactions entre les particules peuvent être net- 
tement divisées du point de vue physique en deux groupes, à savoir: 
les interactions fortes et les interactions relativement faibles. Si 
l’on tient compte des seules interactions fortes l’équilibre statistique 
complet ne s'établit pas, et l’état du système est décrit par un opé- 
rateur statistique différent de w. Cependant, on connaît la structure 
de cet opérateur, qui est déterminé par une formule du type (2.4.29) 
où figurent les intégrales du mouvement correspondant seulement à 
des interactions fortes. Pour des interactions faibles, ces grandeurs 
ne seront plus des intégrales du mouvement au sens strict et varie- 
ront dans le temps, mais cette variation sera lente et pour sa des- 
cription on peut obtenir des équations dont l'étude est bien plus 
simple que celle de l’équation initiale (4.1.1). En d'autres termes, 
dans ce cas on part d’une certaine structure de l'opérateur statistique 
et on étudie la variation dans le temps des paramètres déterminant 
cette structure. 

Nous allons commencer par le premier problème qui peut être 
formulé comme suit [70]. Le système de hamiltonien 4 se trouve à 
l'état d'équilibre statistique décrit par l’opérateur de Gibbs 


w = exp {Q — B (HW — uN)}. (4.1.2) 


À un certain instant {, on branche un champ extérieur, de sorte que 
le hamiltonien du système devient l'opérateur 


H() = & + V (), (4.1.3) 


où V (t)est le hamiltonien de l'interaction du système avec le champ. 
Il y a lieu de trouver l’opérateur statistique du système p ({) pour 
t> to. En introduisant au lieu de p ({) l'opérateur 


p()= ei tp (1) it, 


on obtient pour cet opérateur, conformément à (4.1.4), l'équation 
suivante 


20 =[V (), p(#], où V(H)=eitV (r)e-it. (4.1.4) 


Comme pour t > —o le champ extérieur était absent et le système 
se trouvait à l’état d'équilibre statistique, on a p (—co) = w. Puis- 
que lw, #] = 0, on a p (—c) — w. Cette relation doit être envi- 
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sagée comme la condition initiale lors de la résolution de l'équation 
(4.1.4). C'est pourquoi à partir de (4.1.4), on obtient l'équation 
intégrale suivante pour p (t) 

t 

PU= wi | (PE), PE). 
-® 
Remarquons que l'opérateur P > (1) peut être envisagé comme un 

opérateur statistique dans la représentation de l'interaction, liée 
à la décomposition (4.1.3) du hamiltonien total & (+). L'opérateur 
d’une certaine grandeur physique a (x) dans cette représentation 
a (x, t) est lié à l’opérateur de Schrôdinger correspondant a (x) par 
ja relation suivante 


a(z, t)— ta (æ)e-1SËt, 


Cet opérateur concide avec l'opérateur de Heisenberg pour un sys- 
tème décrit par le hamiltonien #. 
Supposant que l'interaction du système avec le champ extérieur 


est faible, on peut développer p (t) en série suivant les puissances 
de Ÿ (4): 


PO= DFE, P=u, 


(4.1.5) 
| t tn-1 
= Van. | ai, 1.176), wi, 


n — 1, 2, e ee e 
Seule la première correction p, à w nous intéresse, C'est pourquoi 
on peut supposer que le hamiltonien de l'interaction V (t) est liné- 
aire par rapport au champ extérieur, c'est-à-dire 


V (= | deFi(z, t) E(e), (4.1.6) 


où F; (x, t) sont des grandeurs qui déterminent le champ extérieur, 
et E; (x) les opérateurs quasi locaux se rapportant au système envisagé 
èt'ne dépendant pas du champ extérieur (on suppose la sommation 
sur l'indice i). On peut dire que ce sont des « courants » généralisés 
qui correspondent aux champs F;(æ, t). En substituant (4.1.6) 
dans (4.1.5), on obtient: 


t NS UT ; 
mi (= —i À de | da'Fi(a’, PIE (e", 2). w1. 
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C'est pourquoi la valeur moyenne de l’opérateur a (x), aux termes 
linéaires par rapport au champ F; près, est donnée par la formule 


Spp(t)a(x) = Sp,wa (x) + 


t 
+i \ dt’ | dz'Fi(z', t')Spwlä(z’, t'), a(x, t)] +- se (4.1.7) 


Pour les opérateurs quasi locaux a (x), b (x) nous allons intro- 
duire la fonction de Green à double retard, à savoir: 


GE (x, t; x “t')= —i0(t—t")Spwla(z, t), b(z’, t')], 


1,150, 
o (9 = | 0, 40. 


Si les opérateurs quasi locaux a (x), b (æ) sont invariants par rapport 
à la translation, la fonction de Green G!} ne dépendra que des diffé- 
rences { —t’,æ —x 


 (æ | t, x, t')—=Gob (æ—x, t—t). 


Ainsi si a et £, sont invariants par rapport à la translation, la for- 
mule (4.1.7) devient 


Spp(t)a(x)=Spwa(0)+aF(x, t)+..., 


ar (x, t) = | dt’ | d3z'G! (+) b(æ—2", t—t) F; (z’, t'). (4.1.8) 


En __. aux composantes de Fourier des grandeurs af, F;: 


Fr === | dk dwe-i(ut- hé ©), Fi(z, t)— 


0 
= | dk due! t-ka)F,(k, @), 

on obtient 

aF(k, w)= GE (k, ©) F;(k, ©), 


| (4.1.9) 
Ge, D = | d'kdue-ttut-raçis (k, w). 

Après avoir défini l’opérateur p;, on peut trouver l’énergie que 

le système reçoit du champ extérieur. Rapportée à l’unité de temps, 


«+ 


cette énergie est, de toute évidence, égale à 


Q=< Spp(t) SE (0), 
ou en vertu de (4.1.1) 
Q=Spp(t)ei#! 


Our, 
ot 
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En y substituant le développement p (t) = w + p, (t) +... on 
trouve, aux termes quadratiques par rapport au champ F; (x, t} 
près : 


Ô= Î Pr ED Sp WE; (x) — 


_— { æx | do | do'w'e-it@+F,(—k, w')E(k, ow), 


(2x)° 


— 


(4.1.10p 


Bi (ke, w)=Gf(k,&)F;(k,«), Giÿ(k, o)= GER (k, 0). 
Les grandeurs G5(k, w) reliant les composantes de Fourier des « cou- 
rants» généralisés aux composantes de Fourier des champs extérieurs 


peuvent être appelés susceptibilités généralisées du système. 


En intégrant Q par rapport au temps, on trouve la quantité to- 
tale d'énergie Q absorbée par le système. Si le champ n'’agit que 
durant un temps fini, l'intégrale du premier terme dans (4.1.10) 
s’annule et l’on obtient: 


= | do | BkoF;,(—k, —o)G?(k, w)F,j(k, o). 


(4.111) 


Comme le champ extérieur F; (x, t) est réel, les opérateurs E; 
sont hermitiens. C’est pourquoi les fonctions de Green G{* (x, t} 
doivent être réelles. Par conséquent 


F?(k, ©)=F;(—k, —o), GÉ"(k, &w)=G#(—k, —0). 
(4.1.12) 


C'est pourquoi la formule (4.1.11) peut s’écrire finalement comme 
suit : 


(4.1.13) 


Que = ge FE, {GP (E, w)—GSP(k, )*}F;(k, &). 

La grandeur Q4x dwdk est l'énergie absorbée par le système dans 
l'intervalle des fréquences ©, © + do et dans l'intervalle des vec- 
teurs d'onde k, k + dk. Elle est donnée, comme on peut le voir, par 
la partie antihermitienne de la matrice G5 (k, w). 
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_— —— ——— - 


4.1. 2. Propriétés des lohetions de Green. En plus des fonctions 
de Green retardées 


Gb (æ, t) = —i6 (t) Sp w [a (x, t), b (0)] = 

= (ça (x, t); b (0)))*, (4.1.14) 
on peut introduire les fonctions de Green avancées 
CG (x, t) = i0 (—t) Sp w [a (x, t), b (0)] = 


((a (x, t); b (0))), (4.1.15) 
où b (0) = b(0, 0), a(x, t) =al(z, t). 


il 


A la différence des fonctions de Green retardées, qui déterminent 
l'état du système à un certain instant { dans le cas où le champ exté- 
rieur est donné aux instants antérieurs (pour t — —oo, le système 
se trouve dans l’état d'équilibre statistique), les fonctions de Green 
avancées donnent l’état du système à l'instant t{ si le champ exté- 
rieur est donné à tous les instants postérieurs (pour t = le système 
se trouve à l’état d’ équilibre statistique). 

Il est facile d’obtenir l'équation du mouvement pour la fonction 
de Green. Dérivons à cet effet la fonction G;ÿ (x, {) par rapport au 
temps. Compte tenu de ce que 


ia (x, t)= —{[S£8, a(x,t)l 
et vu la formule © 0 (1) = 6 (1), on a [34] 


i 2 (a(z, #3 b(O# = 6 (1 Spwla(æ), b(0)— 
—(([%, ax, t)]; b(0)))+ (4.1.16) 


Comme [#, a (x, t)l est un opérateur quasi local (tout commune l’opé- 
rateur a (x, t)), dans le second membre de la formule (4.1.16) on trouve 
une nouvelle fonction de Green différente de la fonction initiale. 
Ainsi l'équation (4.1.16) donne lieu à une chaîne infinie d'équations 
pour la fonction de Green d'u tyre 


(USE, 162, [#7,a(x, t)]...]1 b(0))}+. 


On voit queles équations pour les fonctions de Green retardées et 
avancées sont du même type. Pour trouver les fonctions de Green 
retardées, il y a lieu de prendre la solution de l'équation (4.1.16) 
qui s’annule pour t << 0, et pour trouver les fonctions de Green 
avancées, celle qui s’annule pour t > 0. 
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Les équations (4.1.16) peuvent être écrites pour les composantes 
de Fourier des fonctions de Green. Introduisant, conformément au 
paragraphe précédent, la désignation suivante: 


(ai béu= | dizdie-ikr-un ((a(æ, 1); b(O)))+, 
on a 
© ((a; b}}kw=(la, bl)x—((lS£, a]; b'jkw, (4.117) 
([a, b])x = | dre-tkz Spwl{a(z), b(0)]. 


Comme le sccond terme à droite de (4.1.17) est la composante de 
Fourier d'une certaine fonction de Green et le premier terme ne dé- 
pend pas de w, l’expression (4.1.17) nous donne le comportement 
asymptotique des fonctions de Green dans le domaine des fréquences 
élevées : 


(a; bu = ([a, ble — 2 (SE, a], ble +... (4.118) 


Notons que le comportement asymptotique des fonctions de 
Green retardées et avancées dans le domaine des fréquences élevées 
est le même. : 

Les fonctions de Green retardées et avancées sont douées de pro- 
priétés analytiques importantes. Pour trouver ces propriétés nous 
allons introduire la fonction 


Jbalt, 1) = (b (DOja(x, t)), (4.1.19) 


où (. ..) = Spuw... Nous allons supposer que les opérateurs a et 
b sont invariants par rapport à la translation, par conséquent, la 
fonction (b(x’,{')a (x, t)) ne dépend que de la différence des argu- 
ments æ —zx’,t — 1’. Nous allons montrer que la fonction 7}, (æ,t) 
peut avoir un prolongement analytique dans le domaine de la variable 
complexe { qui est définie par l'inégalité 


0O<Imt<f$f. 
A cet effet, on représente 72, (x, 1) sous la forme: 
Jo (a 1) =Spub(0)a(x, t)= | dE | dE'exp{—BE+it(E'—E)}, 


Sp e+BaNB (0) G(E"—$€) a (x, O)Ô(E — &). 
Le spectre du hamiltonien € peut, de toute évidence, être supposé 
positif. (S'il commençait -par une grandeur négative —Nc, il serait 
possible de rapporter cette grandeur à 14.) C’est pourquoi grâce aux 
12-0393 
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fonctions delta l'intégration dans la dernière formule a réellement 
lieu de O à co. Par conséquent, la fonction 


x (9) = exp {—BE +üt(E'—E)}, t=E+in 


décroît pour E — ©, E'—+o si seulement 0n<$, ce qui 
démontre notre assertion. 
Remarquons que la fonction 


Jav (—Z, —t) = Spuwa (zx, t) b (0) 


est analytique dans l'intervalle —$ << Im { << 0. 
Puis nous allons montrer que la fonction Y,, (x, t) peut s'expri- 
mer à l’aide de la fonction Je (&, 1): 


J'aë (—z, 4 t) = e-Bhin-my (x, + ip), (4.1.20) 


où nr et m sont des nombres entiers, montrant combien de fois les 
opérateurs du type %* et 1 figurent dans l'opérateur a: 


av... +4 vd... 
ns 


Pour la démonstration notons que 

(b (0)a (x, t)) = Sp wb (0) a (x, t) = Spuw” la (x, t) wb (0). 
Comme, en vertu de (2.3.35), on a ekNb(x)e-AN — ehp(zx) et que 
de plus PX à (x, t) e PE (zx: t— if) (À étant un paramètre 
arbitraire), on obtient 


BEEN) —HHC-UN) _ 


w'la(x,t)w—=e a(x,t)e 
—a(x, t—if)exp {Bu (m—n)} 
ce qui permet d'obtenir la relation (4.1.20). 
Les composantes de Fourier des fonctions de corrélations 7,+ (#, ©) 


Tab (k, ©) — | dx dtetuwt-kæ)f,, (x, t) 
sont, en vertu de (4.1.20), liées entre elles par la relation 
Jao(—k, —0)= ra (ke, &)exp{B(w+u)(m—n))}. (4.1.21) 
Remarquant que 
Gi (a, = F0 (Et) (Jer(— 2 —#)—Joa(z. 8) 
et 


œ 0 
| | : , 1 
—1\. DO — _ — ; i(@—-w”)t — 
à | ue” &—w +0" ‘ | qe &—w’ — i0 ? 
0 = 
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on obtient l’expression suivante pour la composante de Fourier de 
la fonction de Green G{Ë? (k, w): 


@—@" + i 


CEE, &)= + | do’ Zn @ 0) (este +um-n) 4),  (4.1.29) 


— 


Ces formules montrent que G{Ÿ (k, w) est une fonction analytique 


de la variable complexe w dans le demi-plan supérieur, et G%? (k, w) 
une fonction analytique de la variable complexe dans le demi-plan 
inférieur. 

Si l’on introduit la fonction de la variable complexe z 


1 t r ba (&, ©’ , . 
Gab (k, 2)=-5— | du sr SD (ete +H(m n)) 1), (4.1.23) 
la fonction de Green retardée et avancée peut être considérée comme 
la valeur limite de la fonction G,4 (k, z) pour z — © + i0 et z + © — 


— i0: 


GE (k, ©) = Ce (k, © + i0). (4.1.24) 
En remarquant que 
{ m 1 | … 
An PET niô (rx) = + niô: (zx), (4.1.25) 


on à 
GR (k, ©) — Gi (k, w)= —iJ 5, (6, @) (eAo+um-n) 4), 
C'est pourquoi 


c{+) k, w' gx) k, ©’ 
GR, 2) = ne. dw DÉS PARUS (4.1.26) 


— œ 


Les relations obtenues peuvent être utilisées pour trouver certai- 
nes propriétés des susceptibilités généralisées G{*? (k, w). Les opé- 
rateurs Ë, (x) étant hermitiens, on a de toute évidence 

GP(x, 1)=6 (2,1), GP’, ©) = (—k, — 0). 


De plus, pour des opérateurs a et b arbitraires, en vertu des défini- 
tions des fonctions de Green retardées et avancées, on a 


Gb (—7, —1)= Gb (x, t), 
et par conséquent 


GE (—k, — ©) = GS (k, 6). 
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Donc on a 
GE (k, w) =" (k, o)°. 


Compte tenu de cette relation et en utilisant (4.1.26), (4.1.24), on 
obtient 
GP (k, ©)= — [ do’ 


—œ0 


GE (kw) — Gt) (k, w'}* 
ET (4.1.27) 
D— + iu 

Considérant l'ensemble des fonctions Gi; (k, «) comme une 
certaine matrice G (k, w), nous allons écrire la dernière relation sous 
la forme suivante: 


Li À jy SU w')—6 (kw): 

GR og | de AE. 

où G (k, w)* est la matrice hermitienne conjuguée de G (k, w). En 
utilisant (4.1.25), on obtient à partir de (4.1.27) l'expression sui- 
vante reliant les parties hermitienne et antihermitienne de la matrice 
des susceptibilités généralisées G (k, «): 


G'&o)=+g | do LED, (4.1.8) 


C'(k, &)=+{G(k, &)+G(k, o)'}, 


C'(k, w)=+{G (k, w)—G(k, a)'}. 


On peut montrer qu’on a également la relation 


C0 


: i , G'(k, ow) 
G'(k,w)=25 | do ES. (4.1.29) 
(Ces deux relations sont appelées relations de dispersion de Cramers- 
Kronig.) 

Ci-dessus nous avons obtenu les équations (4.1.17) pour les 
composantes de Fourier des fonctions de Green. Ces équations sont 
de la même forme, tant pour les fonctions de Green avancées que 
retardées. En utilisant maintenant les propriétés analytiques des 
fonctions de Green ainsi formulées, on peut dire que pour trouver 
les fonctions de Green retardées (avancées) à partir de l'équation 
(4.1.17), on doit exiger que les solutions dans la partie supérieure 
(inférieure) du demi-plan de la variable complexe © soient analy- 
tiques. ei condition est généralement appelée condition de spectra- 
lité [251. 
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Les fonctions de Green sont douées d’un certain nombre de pro- 
priétés de symétrie, liées à l’invariance des équations de la mécani- 
que quantique par rapport à différentes transformations. Considé- 
rons, par exemple, la symétrie de la fonction de Green, liée à l’in- 
variance des équations de la mécanique quantique par rapport à 
l’inversion du temps. Les opérateurs ËE;, E; étant hermitiens, on a 


i Sp uw LE; (x, t), Ey (0) — —i Sp w* [E* (x, 1), E? (O)]. 


Vu que pour l'opérateur unitaire U correspondant à l’inversion du 
temps (voir 2.3.2), on a les relations (2.3.52), (2.3.53), on obtient 


—iSpuw*[E (xt), E(0)] = —i SpU*w*U [U*E (x, t)U, 
U'ES (0)U]= —iSpwlE;(x, —t), E;(0)]ee; — 
an EE ji Sp w [ê; ( — TX, t), ë; (0)}, 


où e; est la signature temporelle de l'opérateur E;. 
À partir de ces formules on obtient la relation suivante pour les 
composantes de Fourier de la fonction de Green Gi? (k, w): 


GC (k, w)= ee;G (—k, o), (4.1.30) 


relation qui exprime la propriété de symétrie des fonctions de Green 
(ou des susceptibilités généralisées) lors de l’inversion du temps. 


$ 4.2. Théorie généralisée des processus de relaxation 


4.2.1. Equation intégrale pour l’opérateur statistique dans le 
cas d’une interaction faible. Nous allons passer maintenant à l’étu- 
de des processus cinétiques dans les cas où le hamiltonien du système 
peut être divisé en deux termes 4, et V, où c, contient des interac- 
tions principales, et V décrit des interactions faibles. Par exemple, 
dans le cas d’un gaz, par &#, on peut entendre le hamiltonien des 
particules libres, et par V le hamiltonien de leur interaction. La 
division de “ en &#f, et V est possible non seulement dans le cas 
d'un gaz. Par exemple, en étudiant des processus cinétiques dans les 
substances ferromagnétiques, on entend par “#, le hamiltonien de 
l'interaction d'échange, et par V le hamiltonien des interactions 
relativistes. 

Nous allons commencer par l’étude des systèmes spatialement 
homogènes. Si l’on part du hamiltonien #, (que nous avons appelé 
hamiltonien tronqué), après un temps suffisamment long, l’opé- 
rateur statistique du système ne tendra en général pas vers la dis- 
tribution de Gibbs à l'équilibre avec le hamiltonien 4#,. Cependant, 
en vertu de la relation ergodique (2.4.31), on peut affirmer que, 
pour des temps suffisamment grands ({ S t,, To étant le temps de 
chaotisation), on a également un certain état universel qui diffère 
de l’état d'équilibre et est caractérisé non par cinq intégrales du 
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mouvement ,P, N, mais dans le cas général par un plus grand 


nombre d'opérateurs Ya (a = 1, 2,...) déterminés par la structure 
du hamiltonien &, et ses propriétés de symétrie. A savoir, pour 
t S To, on aura la relation 

e Art oei 


1 ot p 


—- 0 (eiat Sp py), (4.2.1) 
où p est la valeur initiale de l'opérateur statistique du système 


p® (v)=exp{Q(v)— Ye (v) Ya}: 
les grandeurs Q (y) et Y, (y) étant données par les équations sui- 
vantes 


Spp(v)=1, Spp'” (y) Ya = Ya 


(y dans les arguments des différentes grandeurs désigne l'ensemble 
des c-nombres Y,, Y:, . . .; on suppose la sommation sur l'indice 


répété). Comme nous venons de le noter, les opérateurs y, dépendent 
des propriétés de symétrie du hamiltonien dE 0- C'est ce qui apparaît 


dans les relations (2.4.27) [&#o, Ya] = dapYs, où la matrice a = 
= || ap || est également donnée par la structure du hamiltonien So 


Nous allons considérer que l’ensemble des opérateurs Y, ét 
connu, bien que leur recherche soit un problème compliqué, dont 
la solution doit être trouvée pour chaque cas particulier. Supposant 
ce problème résolu, nous allons voir comment va se comporter l’opé- 
rateur statistique ‘du système p ({) pour des temps suffisamment 
grands, compte tenu des interactions relativement faibles décrites 
par le hamiltonien Ÿ. 

De même que dans le cas classique en tenant compte de l’inter- 
action faible, on peut décrire l’état du système par une fonction 
de distribution à une particule (c’est pourquoi les fonctions de dis- 
tribution à particules multiples étaient des fonctionnelles de la 
fonction de distribution à une particule), dans le cas quantique, 
lorsqu'on tient compte des interactions faibles, on peut décrire 
l'état du système à l’aide des grandeurs y, (t) = Spp (t) Ye. Ceci 
signifie que l'opérateur statistique p ({), compte tenu de toutes les 
interactions, pour t © to, dépendra du temps et de l’état initial 
du système seulement par les paramètres 

p(= 6 A'per —"0 (v (85 p)), (4.2.2) 


(DT 
où p =.p (0) est la valeur initiale de l'opérateur statistique p (t) *). 


: *) L'idée d’une description abrégée de l'état. du système a été énoncée par 
Gilbert, Enskog ct Chapman lors de la recherche des équations de la dynamique 
des gaz à partir de l'équation cinétique de Boltzmann. L'idée que les fonctions 
de distribution à particules multiples deviennent pour des temns grands des 
fonctionnelles d’une fonction de distribution à-une particule ou des fonction- 
nelles des variables hydrodynamiques' appartient à Bogolioubov. 
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Cette relation est analogue à la relation classique (1.2.2), et la for- 
mule (4.2.1) à la formule classique (1.2.1) (dans la théorie classique 
on entend par &, le hamiltonien d'un système de particules libres). 
Nous étudierons plus en détail le problème de la représentation 
asymptotique (4.2.2) dans le &$ 4.3. 

Lorsque l’on tient compte seulement du hamiltonien &#,, les 
grandeurs Yÿ., dans le cas général, ne restent pas constantes et varient 
dans le temps suivant la loi y ({) = exp (iat) y (0). Si maintenant 
on tient compte des interactions faibles, les grandeurs y, ({) seront 
astreintes à une variation supplémentaire qui sera cependant lente 
par rapport à la variation due au hamiltonien €#, et donnant lieu à 
l'établissement de la distribution universelle p° (y). En d'autres 
termes, on peut dire que le système aura le temps de « s’accorder » aux 
valeurs instantanées hors d'équilibre des paramètres y, *). Ceci est 
dû au fait que le temps de relaxation 7, des paramètres y, à ses 
valeurs d'équilibre est bien supérieur au temps de chaotisation ts, 
Tr D To. Cette inégalité est toujours vérifiée pour une interaction 
suffisamment faible, car le temps de chaotisation ne dépend pas de 
l'intensité de l'interaction V, ett, —+ œ pour V — 0. 

Nous appellerons l’opérateur © (y) opérateur statistique grossier**). 
Notre problème revient maintenant à trouver la structure de cet 
opérateur et la dépendance de y ({; p) du temps et de l’état initial 
de l'opérateur statistique p sans étudier les processus transitoires 
donnant lieu à l'établissement de l'opérateur statistique grossier 
© (y) “*°). Ilest évident que, © (y (t)) (y (4) = y (t; p)) étant l’opé- 
rateur statistique à l'instant t{, lorsque les paramètres y prennent 
les valeurs y (t; p), on a les relations suivantes 


Sp 0 (Y) Ya = Ya- (4.2.3) 


L'opérateur statistique © (y (t)) doit satisfaire à l'équation du 
mouvement 


. 00 
ie = [2% , 0], 


*) L'idée d’une descriptien abrégée des états due à la hiérarchie des temps 
de relaxation a été développée pour la première fois au cours de l'étude des 
processus cinétiques dans les travaux de Landau sur l'égalisation des températu- 
res dans les plasmas [72], les travaux de Gourévitch [45] et de Akhiezer et Alek- 
sine [3] sur l’aimantation des gaz, les travaux de Akhiezer, Bariakhtar, Péletmin- 
ski [4] sur les processus cinétiques dans les substances ferromagnétiques. 

**) La notion d'opérateur statistique grossier a pour la première fois été 
introduite par Von Neumann [83]. La valeur grossière était dors liée à la re- 
cherche d'opérateurs mutuellement commutables, correspondant aux grandeurs 
macroscopiques. Ci-dessous, tout comme dans le premier chapitre, nous enten- 
drons par valeur grossière la simplification de l'état du système au cours de 
son évolution naturelle. 

**+) Ci-dessus nous utiliserons les travaux [88]. 
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et comme © dépend du temps seulement par les paramètres y (t),ona 
. 0 : 
| ED pe = (68, (VI. 
œ 


En multipliant cette équation par Ys et en utilisant la relation 
(4.2.3), on obtient après le calcul de la trace 


Ya(t)=iSpo(y() I, Val = La (v(t)) (4.2.4) 
et par conséquent 


TE La (Y) = IH, SV. (4.2.5) 
œ 

Cette équation doit servir à la recherche de l'opérateur statistique 
6 (y), celui-ci une fois trouvé, on peut à l’aide de l’équation (4.2.4) 
trouver la loi donnant les variations des grandeurs y, dans le temps. 
Par elle-même, l'équation (4.2.5) ne permet pas de trouver d’une 
manière univoque l'opérateur statistique © (y): à cet effet il y a lieu 
de connaître, tout comme dans le cas classique, la « condition aux 
limites » pour l'opérateur © (y). Pour trouver cette condition, nous 
allons nous référer à la relation ergodique (4.2.1) dans laquelle 
pour p on prend l'opérateur & (y) *). En utilisant la relation (4.2.3), 

on obtient 
e7"#o'o (y) e“#o° ——> p9 (er), 

ou 


lim eo (e—iaty) e 0 — pt (+) (4.2.6) 


T0 


(le passage à la limite T — © doit ici avoir lieu après le passage à 
la limite thermodynamique dans les valeurs moyennes des grandeurs 
physiques, voir $ 2.4). Cette relation est la « condition aux limites » 
cherchée qui doit compléter l'équation (4.2.5). Remarquons que la 
condition (4.2.6) est analogue à la « condition aux limites » (1.2.3) 
pour les systèmes classiques. 

L’équation différentielle (4.2.5) peut, tout comme dans le cas 
classique, être transformée en une équation intégrale pour l’opé- 
rateur statistique © (Y) tenant automatiquement compte de la 
« condition aux limites » (4.2.6). A cet effet posons 


La(v) = LP (v) + La (v), 
LE (= iSpo(y) [or Vol: (4.2.7) 
La(v)=iSpo(v)[V, Yal. 


*) Dans (4.2.2) l'opérateur statistique p doit à la limite 7° — o satisfaire 
au principe d'affaiblissement des corrélations. L'opérateur o (y) satisfait égae- 
ment à ce principe. 
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La grandeur £®? (y) peut, de toute évidence, en vertu de (2.4.27), 
(4.3.2), s’écrire sous la forme 


Le (7) = itasys. (4.2.8) 
En substituant (4.2.7) dans (4.2.5), on obtient 
. ô 
D LP (ND — Bo, SV = fr), (4.2.9) 


f (y) =, o (vi La (Y)- 


Le premier membre de cette équation ne contient pas, sous forme 
explicite, le hamiltonien de l'interaction V, quant au second mem- 
bre, il est linéaire par rapport à V. En effectuant dans l’équation 
(4.2.9) la substitution y — exp (iat) y, puis remarquant qu'en vertu 
de (4.2.8) on a 


0) (eiat+) ns etat (0) (y) — = etat 


et par conséquent que 
7 La (V) Mie one 


on obtient 
i _ o(eiry) — [do o(ev)]= f (eisty). 
En introduisant les désignations suivantes 
OL = eo" (eiaty) eo", (4.2.10) 
on peut écrire cette équation sous la forme 


5 20e DENT (ia) er, 


En remarquant qu’en vertu de (4.2.6), (4.2.10) on a 


Oo = PO (y), Co —=0(v); 


on obtient après intégration de la dernière équation de t = —o à 
T = 0 


0 
(= (v)—i | drePotf (eiery) e7 6€. 


Comme nous l’avons déjà souligné plus d’une fois, l'intégrale impro- 
pre sur 7 doit être calculée après le passage à la limite thermodyna- 
mique. C’est pourquoi, il est commode d'introduire sous le signe de 
l'intégrale le facteur exp nt (n > 0) et après le calcul à l’aide de 
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© (y) des fonctions de distribution à particules multiples et le passage 
à la limite thermodynamique, faire tendre n vers zéro (n —+ +0). 
Ainsi 


0 


o(v)= 00 (y)+ à | drenret f{o (y), V1+ 


+i 20 1, CM} Len 7, (4.219) 


où 
La (Y)=iSpo (y) [V, Yel- 


C'est là l'équation intégrale pour l'opérateur statistique grossier 
O (y). En le multipliant par le produit des opérateurs de création 
et d’annihilation des particules + (x,) . .. d (x,) et en calculant 
la trace, on obtient une chaîne d'équations intégrales s’accrochant 
pour les fonctions de distribution à particules multiples, analogue à 
la chaîne d'équations intégrales (1.2.11) pour les fonctions de dis- 
tribution à particules multiples dans le cas classique. 

Le terme intégral dans le second membre de cette équation est 
explicitement proportionnel au hamiltonien de l'interaction V, 
que nous supposons être petit. C’est pourquoi la solution de l’équa- 
tion (4.2.11) peut être recherchée sous la forme d'une série suivant 
les puissances de V: 


O0 


© (v) — 2 ot") (y). 


En substituant ce développement dans (4.2.11), on trouve la relation 
de récurrence suivante 


0 


ot) (y) = i | drenre ot {{otn-1 (y), Vi+ 


n— 1 
(1) 
Hi SDL D} ne 7, n=1, 2... (4249 
i-0 de: 
où 
ao) (y)= pt (y) et Lo’ (v)=iSpot-1)(y)[V, vel. 
Ce qui, en particulier, montre que 


“ | (0) 
ot) (y}= | drenreifer {à 1060 (y), VI LE (NEED) ce Het, 


…eiat 
Re Ÿ Y 


LO (y =iSpe "(Y)IV, Ya]. 
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En vertu de (4.2.1), on a 


eiorpt0) (etat) e 72 0t = p(0) (y), (4.2.13) 
donc 
idCT ap( (v) cigex _ 0000 (v) | _iar 
F OVa -d0ty a dY8 (e Je 


LO (eiary) = i Sp e "#0 p(0) (y) eV, Val = 
— (eiat),g à Sp pt (y) [V (x), vel, 


où V (x) est l'opérateur de l'interaction V dans la représentation de 
l'interaction 


V (x) = eu Ve” #0", 
(nous avons tenu compte de ce qu'en vertu de (2.4.27), on a 


€ Rotve "ot — eiuty), En utilisant ces formules, on peut écrire 
l'opérateur ot) (+) sous la forme 


0 
ot) (y)= à | dre {Ip (y), V (1 — 
— 2 Sp p0 (y) 1V (r), Val}: (4.214) 


Conformément à (4.2.4), les paramètres y, (4.2.4) doivent satis- 
faire aux équations différentielles 


Ya = LD (7) + LP (ND + LP (+... (4.2.15) 
où 
La (= iaopve, Le (v)=iSpp" (v)IV, Vel, 
0 
2 - = 80 (v) 
LE (y)= — | dre Sp pt (y) [ V (x), 1V, al + ie 5 | 


— 


et p(" (y) est donné par la: formule (2.4.29). 

On peut considérer les équations (4.2.15) comme les équations 
cinétiques généralisées pour les grandeurs y.. En particulier, si 
 , est le hamiltonien des particules libres, il faut, en tant que para- 
mètres Ye, prendre la fonction de distribution à une particule, l’in- 
dice « marquant dans ce cas la variable impulsionnelle (voir $ 5.1). 
On obtient ainsi les équations cinétiques quantiques décrivant l'évo- 
lution du système pourt ÿ t..-Nous appellerons cette étape de l'évo- 
lution étape cinétique. Le chapitre suivant est consacré à l'étude 
détaillée, des équations cinétiques quantiques. 
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Remarquons que chacun des termes faisant partie de o(") (y) dans 
la formule (4.2.12) diverge lors de l'intégration sur + et seule leur 
somme totale est finie (pour plus en détail voir le $ 4.3). Nous allons 
montrer maintenant comment on peut trouver les paramètres 7 
en fonction de la valeur initiale de l'opérateur statistique p [89]. 


A cet effet remarquons que, comme [@o, Ya] — GapYs On a 
e-in Spp(t) y= Sp mi | dr'e-ist Sp[V, p(r')]Y, (4.2.16) 
0 


où p (t) = exp (—ic{ +) p exp (id#{Tt). On doit passer ici dans le 
domaine asymptotique t à to dans lequel p (t):50 (y (tT; p))- 
Cependant, dans le second membre de (4.2.16) lorsqu'on applique 
la théorie des perturbations par rapport à V, certains termes de la 
série divergeront pour T—> œ (ces termes dits séculaires seront 
étudiés dans le $ 4.3). C'est pourquoi, sous le signe de l’intégrale, 
on remplace p (tr) par p (t) — 6 (v(r'; p)) +o (y (x'; p)). Dans 
l'intégrale sur t’ des deux premiers termes p (t’) — © (y (r'; p)) on 
peut alors, en vertu de (4.2.2), remplacer la limite supérieure de 
l'intégration sur t' parc. En remarquant ensuite que, vu (4.2.9), on a 


nn: = ) 
—ie it Spo(y(t; p)) [v, Vl=-e-tety(r; p), 


l'apport dans l'intégrale sur +” du dernier terme © (y (t’; p)) est 
donc égal à 


dr'e-in Sp[y, Vio(y(r'; p))=e-tia{y(r; p)— (0; p)}. 


— i 


Sy À 


C’est pourquoi 


v(0; p)= Sp py—ài Î dre- it Sp{p —0o (y (0; p))} x 
0 


xe'%ÆTly, VJe%#T. (4.2.17) 
Pour 6 (y) donné, cette formule permet, en appliquant les méthodes 
de la théorie des perturbations (en développant exp (+i#T+) et © (y) 
en séries suivant V), de trouver les grandeurs y (0; p) en approxima- 
tion quelconque par rapport à V. En utilisant y (0; p) en tant que 
condition initiale pour la résolution de l’équation (4.2.4), on peut 
trouver y (T; p). 

Remarquons que les grandeurs y (0; p) ne coïncident pas avec 
les valeurs initiales vraies des paramètres y qui sont égales à Sp py. 
Dans le cas général, comme nous l’avons vu, les valeurs vraies des 
paramètres y coïncident avec y (t; p) seulement pour t à to, quant 
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aux grandeurs y (0; p), elles sont indispensables pour la restitution 
de la dépendance de l'opérateur statistique grossier de l’état ini- 
tial p. 


4.2.2. Equation intégrale pour l'opérateur statistique dans le 
cas des petites hétérogénéités. Dans le paragraphe précédent nous 
avons supposé que l’état du système était spatialement homogène. 
Nous allons maintenant passer à l’étude des processus de relaxation 
des états spatialement hétérogènes. En ce qui concerne le hamil- 
tonien £, il faut, en principe, distinguer deux cas: premièrement, 
le cas où &£ peut être représenté comme dans le paragraphe précé- 
dent sous forme de la somme de ?,et de Ÿ, “0 décrivant les inte- 
ractions forteset V les interactions relativement faibles, et, deuxième- 
ment, le cas où une telle division est impossible (c'est ce qui se 
passe, par exemple, dans le cas des liquides). 

Pour les états spatialement homogènes, la possibilité de décom- 
poser € en 0 et V a donné lieu à une hiérarchie des temps de 
relaxation To & Tr, où To est le temps de chaotisation détermine 
par le hamiltonien &#, et t, le temps de relaxation donné par les 
interactions relativement faibles V. Dans le cas des états non homo- 
gènes, les processus de relaxation apparaissent non seulement grâce 
à la décomposition éventuelle de “ en %£ et V, mais également 
par suite de l'existence même des hétérogénéités spatiales. Ceci est 
particulièrement important dans le cas où la décomposition de <# 
en 0 et V n'a pratiquement pas de sens, comme, par exemple, dans 
le cas des liquides pour lesquels en l’absence d’hétérogénéités spatia- 
les il n’y a pas de hiérarchie des temps de relaxation, car le temps 
de chaotisation est de l’ordre de grandeur du temps de relaxation. 


En effet, on a to — ro/v et 7, — l/v, où r, est le rayon d’action des 


forces, L le libre parcours moyen des particules et v leur vitesse 
thermique. Comme ! — (no)! (n étant la densité des particules, 
o — ri la section de diffusion des particules), on a to/t,; — (ro/a), 
où a est la distance moyenne entre les particules. C’est pourquoi la 
grandeur t,/t, est bien plus petite que l’unité pour les gaz, lorsque 
ro € a, et de l’ordre de l'unité pour les liquides, lorsque r, — a. 
C’est la raison pour laquelle dans le cas d’un liquide l'étape ciné- 
tique de l’évolution disparaît et il ne reste que l'étape hydrodynamique 
de l'évolution qui est caractérisée par le fait que dans chaque point 
de l’espace, on voit rapidement s'établir, durant le temps +,, une 
distribution locale de Gibbs avec des paramètres thermodynamiques 
variant lentement d’un point à l’autre. Le temps caractéristique 
des variations de ces paramètres t,, croît avec l’augmentation des 
dimensions caractéristiques des hétérogénéités a,, et poura, grands 
dépasse notablement le temps +T, qui ne dépend pas de a,. Les di- 
mensions caractéristiques des hétérogénéités spatiales à l'étape 
hydrodynamique de l'évolution sont grandes par rapport aux dis- 
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tances microscopiques, c’est-à-dire par rapport aux distances inter- 
atomiques pour les liquides et la longueur du libre parcours moyen 
des particules / pour les gaz. (Soulignons que pour les gaz, à la dif- 
férence des liquides, l’étape cinétique de l’évolution existe et elle 
précède l'étape hydrodynamique.) Il est facile de voir que la con- 
dition as > r, (ou !) devient la condition t, > T,. La hiérarchie 
des temps de relaxation +, Ÿ t,. permet de simplifier la description 
de l’état du système à l'étape hydrodynamique de l’évolution ap- 
paraissant pour À > —,. À savoir, pour { > t—,, l'opérateur statistique 
dépendra du temps seulement par l'intermédiaire des densités des 
crandeurs hydrodynamiques: la masse, l'impulsion et l'énergie. 

En passant à l'étude de l’évolution des états spatialement non 
homogènes, nous allons commencer par l'étude de l’évolution due 
au hamiltonien G£, qui peut être soit une partie du hamiltonien total 
ce, soit coïncider avec é* (comme par exemple dans le cas d’un 
liquide). L'influence du hamiltonien de l'interaction faible ŸV sur 
l'évolution des états spatialement non homogènes sera étudiée au 
paragraphe suivant. 

Comme nous l'avons déjà vu pour les états initiaux spatialement 
homogènes, l’évolution liée au hamiltonien 2, se termine pour 
t © +, par la formation de l'opérateur statistique p‘® (y) (voir la 
formule (4.2.1)). Si, par contre, l’état initial n'est pas spatialement 
homogène, pour t © +, (mais t & tn) cette relation asymptotique 
ne sera plus vraie. Cependant, tout comme dans le cas hydrodyna- 
mique, pour £ © t,, la description du système se simplifie. A savoir, 
pour £ D to, l'état du système peut être décrit par les densités 
Le (x) des grandeurs y, dont l'opérateur statistique dépendra fonc- 
tionnellement, c'est-à-dire qu'on aura l'égalité asymptotique 

6 Pope ot —— 09 (La (x', 3 P)), (4.2.18) 
où l’opérateur ©,, qui est une fonctionnelle opératorielle &, (x), dé- 
pend du temps et de la valeur initiale de l'opérateur statistique seu- 
lement par l'intermédiaire des valeurs moyennes des densités 
Co (æ, t; p). Nous appellerons cet opérateur opérateur statistique 
grossier. 

Aux densités des grandeurs physiques correspondent les opéra- 
teurs des densités &, (x) liés aux opérateurs y, par les relations 
suivantes 


Ve = | dir, (x). (4.2.19) 


Ici et dans le paragraphe suivant nous allons supposer pour plus de 
simplicité que les opérateurs y, sont des intégrales du mouvement 


par rapport au hamiltonien 4, c'est-à-dire que [&%,, ve] = 0 et 
par conséquent, en vertu de (2.4.27) on a a,g = 0. Nous allons donc 
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considérer que les opérateurs des densités £, (x) dans la représenta- 
tion de Schrôdinger satisfont aux lois différentielles de conservation 


Lo Ée (a = — RE, (4.2.20) 


où box (x) sont les opérateurs des densités des flux des grandeurs 
Ca (t). 
i L'opérateur statistique grossier en vertu de la définition des 
grandeurs €, (æ, {; p) satisfait à la relation 

Sp 09 (6 (æ')) Éc (x) = ba (x), (4.2.21) 
analogue à (4.2.3). En vertu de (4.2.18), on a également les relations 
suivantes 


eo 0 (G(x’, 1; p)}e #9 = 00 (GC (x’, t+T; p)), 
e oo ((z’, 1; pee = 0 (6x, 1; e7"AÆorpe#ot)), 
A partir de (4.2.21) et de (4.2.22) on a 
ba (æ, t+t; p)=ta (x, t; e7 opel ot). 


En dérivant la première des formules (4.2.22) par rapport à + 
et en posant + = 0, on obtient 


— io, 00 (6, #; ph=+ co (6 (x. t; P)); 


(4.2.22) 


ou 
— So So (a))1= | dr ÉD Le (æi E(a')), (4.2.23) 
La(z; É(z') =iSpo(E(z)) (É0, Ca (x)] 
avec 


Ca (x, t)=Lo(z; É(z’,t)), Car, t)=Ëa (x, t; p). (4.2.24) 
La grandeur Z,. (x; C(æ’)) peut, en vertu de (4.2.20), s'écrire comme 
’ 9 CANNES 
La (a; La) = — 32 Sp os (E(z')) Écx (2). (4.2.25) 
Nous allons maintenant obtenir l'équation intégrale pour l’opé- 
rateur statistique grossier 6, (6 (x’)) qui permet d'élaborer la théorie 
des perturbations par rapport aux gradients spatiaux des densités 
Ca (æ). À cet effet, on écrit l'opérateur figurant dans le premier 
membre de (4.2.18) sous la forme 
{ 
eWopei#ot = p—i | dre Fr [Ss, p] er, 


0 
ou 


e 7 Æotpe 2 ot — p+ Oo (È (z”, l; P)) — 00 (£ (æ”, 0; p)) — 
t 


—i | dr {et (Sgn, pje 266 — 5 oo (5 (x, ti p))}. (4.2.26) 
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Remarquons maintenant qu’en vertu de (4.2.18) l'expression sous 
l'intégrale tend vers zéro pour T —> co. C'est pourquoi, en passant 
dans l'équation (4.2.26) à la limite £ — © et en utilisant (4.2.18), 
(4.2.22), (4.2.23), on obtient : 


0 
HG (a )=p— | dre Lilo, pl+ 


800 L 
+ À dx Es La (æ; t(æ))}e LE 


Ca (T) = Ca (Z, 0; p). (4.2.27) 


Cette équation équivaut, en fait, à la relation asymptotique (4.2.18), 
mais elle est plus commode que (4.2.18), car elle se présente sous la 
forme d'une égalité exacte. 

La formule (4.2.27), tout comme (4.2.18), est dans le cas général 
vraie pour un opérateur statistique quelconque p satisfaisant au 
principe d'affaiblissement des corrélations. Pour p on prend l’opé- 
rateur statistique w (ŸY (x’}) qui est localement équilibré par rapport 


» 


A pr 
w (Y (x')) = exp {Q — { Br Ya(æ')Ec(æ)}  (4.2.28) 


où Ÿ, (x) sont des fonctions c-numériques arbitraires et la grandeur Q 
est donnée par la condition de normalisation Sp w (Y (x')) = 1. 
Ce choix de l'opérateur statistique est dû à ce qui suit. Premièrement, 
l'opérateur w (Y (x')) satisfait au principe d'’affaiblissement des 
corrélations; deuxièmement, l'opérateur w(Y (æ')) contient un 
nombre suffisant de fonctions arbitraires Ÿ , (x), ce qui permet de 
définir l’opérateur ©, (& (x’}) comme une fonctionnelle des fonctions 
arbitraires &, (x); enfin, pour un tel choix de p, le commutateur 
[#0 01 = (#8, w (Y (x'))]s'annulera avec les dérivées spatiales 
ŸY, (æ), ce qui permet, dans le cas des petits gradients 6, (x) (ou 
Y (&)), d'utiliser la théorie des perturbations en supposant petit 
le terme intégral dans l'équation (4.2.27). 

La substitution de w (Y (x’}) au lieu de p dans l’équation (4.2.27) 
donne [89, 90] 


(Er )=w(Y (ai À dre {15 w(Y (1 — 


—œo 


ôo,(&(x')) 9 FRS = 
— ( dr EC 2 Sp oo (E (2°) Éax (æ)} 67. (4.2.29) 


Les grandeurs Ë, (x) = &, (x, 0; w (Y (x'))) doivent être des fonc- 
tionnelles bien déterminées des forces thermodynamiques Y, (x), 
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ba (TZ) = Ga (x; Y (x')). Ces fonctionnelles peuvent être obtenues à 
partir de la condition de compatibilité de (4.2.29) avec (4.2.21) : 


Sp Co (6 (z° )) ba (x) = La (&). 
Nous allons maintenant voir comment les grandeurs &, (æ, 0; p) 
dépendent de p. Remarquons à cet effet qu’en vertu de (4.2. 24) on 


a te. (æ, 0: p) = Sp © (G(x’, 0: o)) Ë4 (x). En y substituant l'ex- 
pression (4.2.27) au lieu de ©, td (x”, 0; p)) et en utilisant (4.2.23), 


on obtient 
Sa (x, 0; p)= Sp péa (x) — 
0 

Se Î drSpe [Ho p—00(6 (x, 0; p})le #0 Ea (x). 

< » + _ Oak (z) 
Compte tenu de ce que i [S#o; Ca (T)] = en on trouve 
Ca (T, 0; p) = Sp Pêe (x) — 

0 


— | dr .Spe st (p— 05 (&(z', 0; p)))e "Æo Écx (x). (4.2.30) 


—œ 


Cette équation nous servira à définir la fonction &, (x, 0; p) (dans la 
théorie des perturbations par rapport aux gradients spatiaux) de p. 
En posant dans (4.2.30) p = w (Y (x’)), on obtient 


La (æ5 Ÿ (a) = Sp w (7 (æ'))Éa (2) — 
0 
— 2 ['arSpe tr fo (7 (eo (Lei Y(2))} eo bon (2). 


(4.2.31) 


Il est évident que cette équation est équivalente à la relation (4.2.21). 

Nous allons montrer maintenant comment on peut élaborer la 
théorie des perturbations par rapport aux gradients des densités 
Ca (x). Remarquons à cet effet que 


elPæp(Y (z'))e-irr=w(Y (x+zx")), (4.2.32) 
où P est l'opérateur de l'impulsion du système. C’est pourquoi, en 
utilisant (4.2.32), (2.2.34), on a en vertu de (4.2.29) 

ere (L(z')) etre = 0 (t(z +2"). (4.2.33) 


Supposons qu’il y a lieu de calculer la valeur moyenne d'un certain 
opérateur a (x) quasi local invariant par rapport à la translation, 
c'est-à-dire la grandeur Sp 6, (G (x’)) a (x). En vertu de la formule 
(&4.2.33), on peut récrire cette grandeur sous la forme suivante : 
13—0393 
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Sp. 00 @ (æ’)) a (x) = Sp 05 ( (x + x)) a (0). 
La dernière expression contient l'opérateur a (x) au point z = 0, 
c’est pourquoi, lors du calcul de la trace, seules entreront en ligne 
de compte les valeurs de & (x + x”) pour x’ Æ 0, de telle sorte qu'on 
peut utiliser le développement 


L(a+a")= 0 (x) + ET 


auquel correspond le développement de l'opérateur statistique gros- 
sier en série suivant les gradients des densités 
Co(G(z + z))=00 (x) +00 (z)+ ..., 
60 (x) =00 (8 (2) feæn-ter) (4.2.34) 


(1) 1 __ da (Z) r re OOo (6 (Z”)) 
où (x)= ÔTR | da zx la (z') tr )-5(x)? 


Comme Spo(é(z+x)) Ca (0)=ta(x), les termes du dévelop- 
pement 0$ (x) satisfont aux relations 
Sp 09° (x) Ca (0) = 8k0ba (€). (4.2.35) 


Pour trouver les opérateurs 066” (x), o&'” (x), ... à partir de l’équa- 
tion intégrale (4.2.29), nous allons développer l'opérateur 
w (Y (x + x’}) en série suivant les puissances des gradients Y, (x) 


w(Y (æ +zx)) = 0x (x) + wa (x) +... (4.2.36) 


Compte tenu du développement opératoriel de exp (4 + B) sui- 
vant les puissances de B 


exp(A+B)= ea {1 + | dhe-MBehA +... } 
0 


SR 


on trouve 


10) (x) = exp{Q (x) — Ya (&) Yo}, 
(4.2.37) 


uw) (x) — T2 ut0) | Le | dix" x; (Ga (&', À) — (Ca), 
0 


où on a utilisé les désignations a (x’, À) — w(0)—-Aa (x') uXO A, (a) = 
— Sp w%a. Remarquons que w°® (x) coïncide avec p‘° (y) si dans 
l'expression pour p‘® (y), à la place de Y,, on prend Y, (x). 

En utilisant maintenant l'équation intégrale (4.2.29) et la 
relation (4.2.35), il est facile de trouver les termes du développement 
o{t)(x) de l'opérateur statistique grossier en série suivant les gra- 
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dients des densités &, (æ). Le premier terme du développement est 
de toute évidence de la forme 


o (æ)=u (x), (4.2.38) 
où QÙ'(x) et Y,(æx) sont déterminés à partir des équations 
Sput0)(r)—1, Sput0) (x) Éc (0) = Ga (T). (4.2.39) 


Remarquons que [%9, w(]=0 et qu'en vertu de (4.2.37) on a 
1 
.0Y (x) | | r LA , 
Lo, 20 (a) = — 1 EL ut) d.[ de'zi  £ur(s, à), 
par conséquent, 


ue { 
[So ut (a)= Pr 00 À an À 432 (Ecn (z', À) —(Ean)) 


0 


(en intégrant par parties, nous avons utilisé le principe d’affaiblis- 
sement des corrélations). En utilisant ces formules, ainsi que les 
HE (4.2.36), (4.2.37), on trouve à partir des équations (4.2.29) 
93 


1 ou(0) 
où (x) =uxt) (x) — 


Le Sp ut!) (x) Le (0) + 


(Ù 1 


* 1 à si Î Li (= ut) (x) eo" (£a; (x, À) — 


—(Eas)) 67 #80 + À La) (4.2.40) 
où Ÿ. (x) sont comme auparavant liés à €, (x) par les formules 
(4.2.39). (Remarquons que le terme D Sp ut &., dans (4.2.40), 
est apparu par suite de la détermination réitérée des grandeurs Ÿ, (x) 
conformément à (4.2.35), Sp 04° (t) Ca (0) = 0.) On peut récrire 
cette expression d’une manière plus simple si on utilise la relation 


0 (Can) __ 9 (CBh) 
3Y3 — F2 (4.2.41) 


que nous démontrerons un peu plus loin. Remarquant que 6Y,/t8 — 
— 0Yg/6€ et en utilisant (4.2.41), on obtient : 


aù0) (as). 0Ye dùt0) 3 (Es) 


ne ne TO Re neue 
CRE 
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C'est pourquoi 


D 


1 
00” (x)= 


(1 (æ) Êe (0) + À w0, (4.2.49) 


. 


0 1 
| dr | W dhet ot (En (z', à) — (ap) e 0, 
— 00 0 


Bas (2) = bas (2) — ET (2) 


Les équations du mouvement pour w densités C4 (æ) aux termes 
quadratiques par rapport aux gradients près, peuvent s'écrire en 
vertu de (4.2.24) comme suit 


a (2) = — 35 Lan (), 
Can (x) = Sp 0% (x) Éax (0) + Sp 0$!? (x) Éar (0) + - 


Nous utiliserons ces équations dans le chapitre 6 pour déduire les 
équations de l'hydrod ynamique. 

Nous avons montré comment on peut trouver le développement 
de ‘0, (©) en série suivant les puissances des gradients des densités 
ta (x). Pour donner une définition complète de l'opérateur statis- 
tique grossier ©, (& (x’, t; p)), il y a lieu de trouver &, en fonction 
de l'opérateur statistique initial p. Nous allons supposer que cet 
opérateur a la structure suivante: 


(4.2.43) 


p—exp {o— | BrCe (t) ae (æ)} ! (4.2.44) 


où à,-(x) sont des opérateurs quasi locaux arbitraires et C, (x) des 
fonctions c-numériques variant lentement. (Comme nous l’avons vu 
dans 2.4.1, cette structure correspond à ce que p satisfait au principe 
d’affaiblissement des corrélations.) A partir du développement 
(4.2.34) et ‘de l'équation (4.2.30), on peut à l’aide de cette formule 
trouver le développement des densités & (x, 0; p) en série suivant 
les gradients des fonctions C, (x). Les équations du mouvement 
(4.2.43) permettent alors de trouver & (x, t; p) et par là même l'’opé- 
rateur statistique grossier. Nous reviendrons au problème de la 
recherche de & (x, 0; p) dans le $ 4.4 lors de l'étude de l'expression 
asymptotique de la fonction de Green. 

Remarquons que tout comme dans le cas homogène (voir la fin 
du paragraphe 4.2.1), les grandeurs & (x, t; p) coïncident avec les 
valeurs réelles des densités & (x, t) seulement pour t © To, quant 
aux grandeurs & (x, 0; p), elles sont nécessaires à la restitution de 
la dépendance de l'opérateur statistique grossier de l’état initial. 
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Pour conclure ce paragraphe, nous allons démontrer la relation 
(4.2.41). Remarquant que 


1 
= uw | d‘zx | dÀ (Ca (x, À) — (£a), 


0 


on a 
1 
ee = —Spw°” | dh | dix (Le (0, À) — (Ëa)) Cp (— zx). 
0 
Comme (voir (4.2.20)) on a sx (—x) — 7 tbe (—zx) — ir, X 


X (S£0, ts (—zx)]l, on obtient compte tenu du principe d’affaiblisse- 
ment des corrélations 


1 
En = Sp u'® | dÀ | dx (Lu (z, À) — (ba) | [L0: en (0)] Tz. 
0 


En intervertissant les opérateurs sous le signe de la trace et en 
utilisant de nouveau la relation (4.2.20), on peut écrire cette expres- 
sion sous la forme 


O (BR) 
Va 


1 Z 
— Sp w'‘° | dx | dx Fee à z@g (0). 
0 


En intégrant par parties et en tenant compte du principe d'affaiblis- 
sement des corrélations on trouve 


i 
o à ; Û 
Sn = —Spw® | dÀ | dt Can (æ, À) (Es (0) —(Es)), 


0 


ce qui donne la relation (4.2.41). 
La formule (4.2.41) montre que les grandeurs (Gr) peuvent 
s’écrire comme suit 


Eux) = pr pe, (4.2.45) 


où (2, est une certaine fonction des forces thermodynamiques. Cette 
formule est analogue à la formule suivante 
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C'est pourquoi la grandeur Ÿ°-'Q, peut être appelée densité du flux 
du potentiel thermodynamique Ÿ°-'Q. En plus de 7°-!Q,, on peut 
introduire la densité du flux d’entropie, à savoir 


Sp = —F IQ, + Ye Can). (4.2.46) 
Cette formule est analogue à la formule pour la densité de l’entropie 
s=—FIQ+Y, (bo). 


Compte tenu seulement des termes linéaires par rapport aux gra- 
dients, dans les équations du mouvement (4.2.43) 


0 (0) a = 
Lee À, LH — (ax) = Sp 0 %bar (0), 


on a la relation 


(4.2.47) 


qui représente la condition d'adiabaticité des processus se déroulant 
dans le système. 

4.2.3. Equation intégrale pour l’opérateur statistique des systè- 
mes hétérogènes compte tenu des interactions faibles. Dans le 'paragra- 
phe précédent nousavons envisagé des processus de relaxation dans 
les systèmes faiblement non homogènes et nous avons vu que l'étape 
finale de l'évolution d'un état non homogène sera un état spatiale- 
ment homogène décrit par l'opérateur statistique p‘® (y). Dans le 
cas général, cet opérateur ne coïncide pas avec l’opérateur statistique 
de Gibbs à l'équilibre caractérisé seulement par l'énergie, l’impul- 
sion et le nombre de particules du système, alors que parmi les para- 
mètres y déterminant l'opérateur p'°” (y) on peut trouver d'autres 
intégrales additives du mouvement liées au hamiltonien £,. Pour 
qu'on puisse avoir dans le système un équilibre statistique complet, 
il est indispensable de tenir compte des interactions supplémentaires 
ne figurant pas dans le hamiltonien <#£.. Si l’on en tient compte, le 
système n'aura aucune intégrale additive du mouvement supplé- 
mentaire à part l'énergie, l'impulsion et le nombre de particules, 
et l’état d'équilibre statistique décrit par la distribution de Gibbs 
sera atteint. 

Ainsi on voit apparaître le problème de la recherche de l’opé- 
rateur statistique d'un système faiblement non homogène en pré- 
sence d'interactions faibles ne figurant pas dans 2, qui sont décrites 
par le hamiltonien V. C'est ce que nous allons étudier dans le pré- 
sent paragraphe. 

L'état du système pour des temps suffisamment grands sera comme 
auparavant décrit par l'opérateur statistique qui ne dépend du temps 
et de l’état initial que par l'intermédiaire des densités &, (x). Nous 
désignerons cet opérateur par © (£ (x')). Il est évident que la varia- 
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tion des densités &, (x) dans le temps sera donnée non seulement par 
les gradients des densités, mais également par le hamiltonien faible V. 
En conséquence, on aura la relation asymptotique suivante: 


à 4 ’ 
e Apr —— 0 (L(z", 1: p)), (4.2.48) 
où 58 = 9 +V et la grandeur +, est comme auparavant déterminée 


par le hamiltonien 6 ,. Le problème revient à trouver la fonction- 
nelle opératorielle a (& (x')) et la dépendance des densités &, (x, t{: p) 
vis-à-vis de { et de p. 

Tout comme dans le paragraphe précédent, l’opérateur statistique 
grossier 6 (£ (x’)) satisfait à la relation 


Sp o (5 (z°)) Ga (&) = La (2) (4.2.49) 
et à l'équation 
eo (L(z',t; pe = 0 (Ex ,t+t;p))  (4.2.50) 
avec de plus, comme auparavant 
alt, t+t; p)=la(t,t; er ET), (4.2.51) 


En dérivant (4.2.50) par rapport à + et en posant + = 0, on obtient 
une équation fonctionnelle pour © (& (z’)}, à savoir 


“il, cŒa')= | dr EEE Le (ait(#)). (42.52) 


OL (x) 


où 


La(z;G(z')=iSpo((z )l#, Éa (x), Ca(t)=Le(z: (x) 
(4.2.53) 


(tout comme dans le paragraphe précédent, nous avons utilisé la 
désignation &4 (x) = bc (x, t; p)). La grandeur L, peut en vertu 
de (3.2.19) s'écrire comme 


La(tz; (x')) — 
= — 32 Spa(t(a')) Éax (2) +iSpo(E (a) IV, ta (æ)l.  (4.2.54) 


Le développement de l'opérateur statistique © (& (x')), suivant 
les gradients des densités &, (x) se fait d'après les formules (4.2.34) 
dans lesquelles il y a lieu de remplacer 0, (6 (x')) par l'opérateur 
© (6 (x’)) (de plus il ne faut pas oublier que le hamiltonien de l'in- 
teraction VŸ commute avec l’opérateur de l'impulsion P). 

Nous allons maintenant trouver l’équation intégrale pour o (#& (x’)) 
qui permet d'obtenir les termes du développement © (& (x’)) suivant 
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les puissances de l'interaction V et des gradients des densités &, (x). 
Conformément à (4.2.18), on a les relations: 


ENG GG (a) PS > 60 (L° (a, 73 0), 


eÆo y (Y (x’)) et ot es Oo (£° (æ”, T; w)), 


où C° (x, t; p) coïncident avec les fonctions & (x, t; p) introduites au 
paragraphe précédent. Nous allons choisir les fonctions Y, (x) de 
telle sorte que les relations 


Ca (x, 0; © ( (x'))) = Le (x, 0; w (Y (>) 


soient vérifiées. On aura alors l'égalité asymptotique suivante 
Co {0 (E (x) — 10 (Y (æ°))} F0 —— 0. 


D'un autre côté, le premier membre de cette égalité s'écrira comme 
eo {0 (L (æ')) —w(Y (z')}e Fer = 0 (L (x) —w (Y (x) — 


—i [are tr (Se, (6 (a) — 20 (7 (œ'))1 ef. 
0 


Donc 


G((z')=w(Y (x) + 
0 
+i j dre Fo (Ho, 6 (6 (x) —w(Y (z'})}e 7 #0t, 


À partir de (4.2.52), on obtient finalement l'équation suivante pour 
la définition de o (& ) (90, 98]: 


ca) =w(Y (x) — j dre #66 [So w(Y (æ')1+ 


Ô _ 
HV, (Di | de RE Le (æ; t(a)}e te, (4.2.5) 
où L, (x; &(x')) est donné par la formule (4.2.54) et la relation 
entre l’argument fonctionnel &, (x) et l’argument fonctionnel Y, (x) 
est donnée par la formule 


Sp o (& (z')) Éa (T) = ba (T)- (4.2.56) 


Le terme intégral dans (4.2.55) est petit, car il contient des 
termes proportionnels soit à V, soit aux gradients des densités. 
C'est pourquoi l’équation (4.2.55) permet de développer facilement 
la théorie des perturbations pour trouver © (& (x')). 
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Nous allons trouver maintenant les paramètres ©, (x, 0; p) er 
fonction de la valeur initiale de l'opérateur statistique p. A cet effet 
remarquons qu'en vertu de la relation asymptotique (4.2.48) on # 


o(E(z",0; p})}=p+i | di [(éÆ, et {o (6 (x’,0; p))— p}e %#"|. 
0 


d'où en remarquant que &, (æ, 0; p) = Sp © (& (xæ’, 0; p)) c,, (x) on ir 
Ca (T, 0; p)— 


= Sp £a (x) + | dr {2 Sp e%% (o (E(æ', 0; p})—p}e "A TE(x)— 


—iSpe #" (oc (6 (x, 0; p}—phe "#T(V, É(x)]}. (42.57) 


Cette relation a la « mémoire » de l’état initial de l'opérateur 
statistique p et permet, connaissant la série de la théorie des pertur- 
bations pour © (&£ (x’)) donnée par l’équation (4.2.55) et le dévelop- 
pement de p par rapport aux gradients, de trouver la série de la 
théorie des perturbations pour & (æ, 0; p). 

Les équations (4.2.55), (4.2.57) deviennent, de toute évidence. 
les équations (4.2.29), (4.2.30) pour Ÿ = 0. Par contre, si dans les 
équations (4.2.55), (4.2.57) on suppose les gradients des densités nuls, 
on obtient les équations (4.2.11), (4.2.17) pour l'opérateur statistique- 
d’un système spatialement homogène (pour a;g = 0) * 

Dans les chapitres suivants nous utiliserons les équations (4.2.55), 
(4.2.29) pour la description des étapes cinétique et hydrodynamique- 
de l’évolution d’un système non homogène. On voit alors que les. 
équations (4.2.55), (4.2.53) pour l'étape cinétique de l’évolution 
peuvent se réduire du point de vue formel aux équations (4.2.29) 
dans lesquelles les coefficients a,s diffèrent de zéro par suite de la 
présence d'une non-homogénéité spatiale du système. 

Nous avons vu que l'opérateur statistique grossier © (& (x’, t; o)): 
dépend de la valeur initiale de l’opérateur statistique p seulement. 
par les densités &, (æ, t: p). En introduisant les désignations 


o {p} = © (G(x’, 0; p)) 


et en utilisant (4.2.50), (4.2.51), on peut écrire © (6 (x’, t; p)) sous. 
la forme 


C(Ë(x",t; p)})}=0 Le the, (4.2.58) 


*) Une méthode un peu différente d'étude des processus de relaxation, basée 
sur l° analogie existant entre la théorie de la dispersion et les solutions asympto- 
tiques de l'équation de Liouville, a été donnée dans les ouvrages de Zoubarev [59F 
et de Zoubarev et Kalachnikov [60]. L'utilisation de l'opérateur statistique du 
système tout entier lors de l’étude des processus de relaxation dans les substances- 
magnétiques a été proposée dans les travaux de Provotorov [100]. 
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Cette relation peut être interprétée comme suit. Si p est l'opérateur 
statistique à l'instant initial, e-“#tpei*t sera alors l'opérateur sta- 
tistique exact à l'instant t. C’est pourquoi la relation (4.2.58) montre 
que le symbole © peut être considéré comme un certain opérateur 
dit « opérateur de grossièreté » agissant dans l’espace des opérateurs 
statistiques (et non dans l’espace hilbertien des vecteurs d'état) 
æt transformant les opérateurs statistiques exacts en opérateurs 
statistiques grossiers. 
Nous allons montrer qu'on a la relation 


o {o {p}} = © {p} (4.2.59) 


ou sous forme abrégée 
O° = 0. 


En d’autres termes « l'opérateur de grossièreté » a les propriétés 
de l'opérateur de projection *). Pour obtenir cette relation, notons 
qu'en vertu de (4.2.48) on a 


er ie t igCt 


c{p}e > 0 (C(x, t; o{p})). 


D'un autre côté, pour t quelconques on a la relation 
it it ’ 
eÆo{p}e = 0 (E(æ', 1; p)), 


-et comme © (& (x”,t; p)) est déjà l'opérateur statistique asymptotique, 
la relation 


o G(zx’, t; © {p})) = o G(z’, t; p)) 


-est vraie pour { quelconques. La formule (4.2.59) découle de cette 
formule ainsi que de la définition de © {p}. 

Pour conclure ce paragraphe, il y a lieu de remarquer que les 
équations du mouvement obtenues ici pour les grandeurs &, (x, t) 
sont locales par rapport au temps, tout comme sont locales les 
équations cinétiques dans le cas classique (voir &$ 1.2, 1.3). Cepen- 
dant, il faut avoir en vue que leur forme locale dans le temps ne 
signifie pas une simplification quelconque, car elle tient entière- 
ment compte des effets de mémoire sous forme de développement sui- 
vant un paramètre petit qui existe toujours dans la description sim- 
plifiée. 

$ 4.3. Sommation des termes séculaires 


4.3.1. Opérateurs asymptotiques. Dans les paragraphes précédents nous 
avons supposé qu'après un temps suffisamment long la description de l'état du 
Système se trouve simplifiée, par conséquent, l'opérateur statistique devient une 
fonctionnelle de certains paramètres bien déterminés donnés par le hamiltoni- 


*) Balescu [14] a obtenu unc relation du type (4.2.59) en déduisant la 
« master equation ». 


$ 4.7 . SOMMATION DES TERMES. SECULAIRES 203 


en %, et englobant un grand nombre de grandeurs : suivant la structure du 
hamiltonien $$,, ces grandeurs peuvent être: la fonction de distribution à une 
particule, les grandeurs hydrodynamiques, etc. 

Maintenant, sur l'exemple des systèmes spatialement homogènes (que nous 
avons envisagés dans 4.2.1), nous allons voir comment apparaît une telle rela- 
tion fonctionnelle. En d’autres termes, nous allons montrer comment, par suite 
de l’évolution d’un système de hamiltonien total #°, s'établit la relation asymp- 
totique (4.2.2) 


Aider ACT 


p(ti=e p pr c(y(T; p)). 


Pour plus de simplicité, nous allons supposer que [, Ya) = (. 
En supposant comme précédemment que = &f, + V on développe 
l'opérateur p (t} en série suivant les puissances de V: 


œ 
ee eNTET D ge ET ET) 


fn =0 
où le n-ième terme de la série est déterminé par la formule 


( n, (4.3.1) 


le per) = 
Ë T Tn—1 iG0t 
=(—i}re 1 [ dTy -.. | dtn {V (ts) oo [V (tn), p] -..le ” 
0 0 


et V (t) = exp (i,7t)V exp (—i,t) est le hamiltonien de l'interaction dans 


la représentation de l'interaction. (Dans l'expression du type PA? Cod 
l'indice n désigne l’ordre de la théorie des perturbations liée au développement 
suivant les puissances de V de l’exponentielle exp (+{éf'Tt) seulement, et non de 
l'opérateur À.) 

Notre objectif principal est de trouver le comportement asymptotique dans 


le temps, pour Tt->œ, de l'opérateur Le IE pet PE tye), La formule (4.3.1) 
montre que dans le domaine des + grands, des termes séculaires peuvent appa- 
raître, ces termes croissent avec Tt mais pas plus rapidement que tn. En d'’au- 
tres termes 

n 
]jn—— Ÿ viof”/(p}, (4.3.2) 


T7 1=0 


{e_ Nr Che 


où 0;*” {p} sont des opérateurs fonctionnellement liés à p. Les vpérateurs o/"’{p}, 


que nous A ES opérateurs asymptotiques, sont proportionnels à la n-ième 
puissance de l'interaction. (Si a,g Æ 0, les opérateurs asymptotiques of’ seront 
des fonctions oscillatoires de t {[89).) 

Nous allons supposer que la relation (4.3.2) détermine les opérateurs asymp- 
totiques non seulement pour les opérateurs statistiques p satisfaisant au prin- 
cip® d'affaiblissement des corrélations, mais également pour la superposition 
de ces opérateurs. A partir de (4.3.2), on aura la relation 


OÙ) {a1P1 + GaP2} = 1077) {p1} + 201"? {pe}, 
où %, %: sont des nombres arbitraires. (Notons que le principe d'affaiblisse- 


ment des corrélations étant non linéaire, la superposition des opérateurs statis- 
tiques qui satisfont au principe d’affaiblissement des corrélations ne satisfait 


*) Pour résoudre ce problème nous allons utiliser les ouvrages [89]. 
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plus à ce principe.) Une telle extension du domaine de définition des opérateurs 
LypiatIques nous permettra d'effectuer des opérations sur l'argument p pour 
lesquelles le principe d’affaiblissement des corrélations peut ne pas être vérifié. 

Notons maintenant, qu'en vertu de la relation ergodique (4.2.1) et de Ja 
définition (4.3.2), si p satisfait au principe d’affaiblissement des corrélations, 
l'opérateur s'écrit 


94° {p}= p«® (Sp pY), (4.3.3) 


où p (y) est donné par la formule (2.4.29). 
Nous allons voir certaines propriétés des opérateurs asymptotiques. Remar- 
quant que 


: , : , n Li rar — gp’ 
ge SCT De + = ÿ fe ir fe 1OEr IST, id 


Mæ=0 


}n-m» 
on a en vertu de (4.3.2) 


ñn ns : ’ 
Am (rt) D (e ET Am (je ET nm 
M=0 


n 
Am (r)= N° rio) (p}. 
En égalant dans cette formule, vraie de toute évidence pour + et +’ quelconques 
(car À") (x) est un polynôme de +), les coefficients de +, on trouve 


n—1l n 
; 3 EAU i , 
D Trou (P}= À {e PET of) {p} ET nm. (4.3.4) 
M0 Ml 


Sil=0,0ona 
n n _ : $ 
D mot) {p}= fe To) {pe PE jn_me (4.3.5) 
M0 m0 


En dérivant (4.3.4) par rapport à +’ et en posant %’ = 0, on obtient 
(+1) of (p}= — ile, of p}l — 5 {V, of 0 {p}]. (4.3.6) 


Cette formule montre que pour trouver o{n) {pb}, il suffit de connaître oÛn) {p}- 
Nous allons introduire l'opérateur générateur (suivant l'indice n) o, {p} = 


= N Arof") {p} pour le système d'opérateurs asymptotiques of” {p} (n=1, 
næl 

l+4, ...). Comme of") {p} est proportionnel à V', on peut considérer que 

le paramètre À entre dans V, et poser dans la suite À— 1 


œ 
o{p}= N of {p}. (4.3.7) 
nl! 
En termes des opérateurs générateurs 0, {p} on peut récrire la formule (4.3.6} 
comme suit 
È 


Ou (O}= — 7 léP, oi (p}1. (4.3.8) 


& 4.3] . .SOMMATION DES TERMES SECULAIRES 205 


Comme [%, exp(—idt) p exp (it) = ee [SE, p] nie on a 
(Do (eo ET pe ja], Le Ep 6 mal= 


(Los, ple patte TV, p]e 0 }nus 
<t par conséquent . 


[So 0j (e}1+ LV, oi {p}]= 057 (So, P]}+ 0772 {[V, PJ}. 
A partir de la définition de l'opérateur générateur 0, {p} on en déduit 
LS, © {p}l = a, pJ}. (4.3.9) 


Dans ce qui suit nous dois montrer que la recherche des opérateurs asymp- 
totiques, 0; {p} pour p quelconque revient à leur recherche pour un choix spe- 


<ial de p, à savoir pour p = p){(y). A cet effet on introduit la désignation 


0j (Y)= 07" {po (v)}, oi (v)= 07 {pt (v)}. (4.3.10) 
A partir de (4.3.3), on a 
06° (v) = pt0 (y). (4.3.11) 
Nous allons montrer que 0, (y) est lié à pt (y) et o, {p} par la relation 
. 0 ° | 
Go (P= 060 (ni | are (y, on) 0 (IV, 06 (pe #0. (4.242) 


A cet effet remarquons qu'on a l'identité 


it 


e 069 (») . 


T 

— 0 (y) — à | dr'e ET y, (y #"", 
0 

d'où 


Le ET 0) (v) AT 


T 
= 080 (1) Bno—i À de” (re ES 17, où (Te — 
0 
n—1i n—i : 
— D sion (7, op) +6 D 7 oi (LV, of (I) (43.13) 
I=0 [=0 


E 1 vertu de (4.3.2), l'intégrale figurant dans cette formule converge pour t--. 
C'est pourquoi, en remarquant que 


LE po) (y) €" 2€ Jn > D: voi” (4) 
[m0 
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et en égalant dans (4.3.13) les coefficients des mêmes puissances de +, on obtient 


ou (= —4 | ar (te Te, oo (pe 5, — 
0 


n—i 
— D coin {[7, (mn). #=1,2,..., (4.3.4) 
[=0 | 


OU (p)= — + 0 DAV, of (y), nb, 144, (43.15) 


(Remarquons que la formule (4.3.15) est une conséquence de (4.3.8), (4.3.9).) En 
utilisant (4.3.5), on peut récrire la formule (4.3.14) comme suit 


o$ (y) = — 1 [ die (fe ET (y, où (y)] ET), — 
0 


n—-1 


— D {og 47, où (pe }n-r-m 
M0 
ou 


d (v)= 04° (y) — 112 IDE (y, 060 (y)]—00 IV, 0 (ID T. (4.316) 


On peut ramener cette équation à la forme (4.3.12) en utilisant le fait que pour 
l'opérateur B, dont la structure est 


B= L'arenme Ta io = + V (4.317 
(A étant un opérateur arbitraire, n > 0), on a l'équation intégrale 

B= ( dre Me 0 (A iv, Bl}e 20, (4.3.18) 
Pour démontrer cette formule, on introduit la désignation 


- Co dos IE ANDET IST. 


Il est alors facile de voir que l'opérateur # (x) satisfait à l'équation intégrale 
T 


AT) =A—i | dr’ [V x’), #4 (TI. 
0 
L'opérateur B défini par la formule (4.3.17) peut donc s’écrire sous la forme 


o0 0 
pen LE M À ap 
0 
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En intervertissant l’ordre de l'intégration sur + et +’ 


“e | dre Me "Et 4er 0 
0 
0 00 
—{ | dr'et” [v (x’), [ aremte TT), (x) A : 
“00 0 


+ : utilisant la définition (4.3.17) de l'opérateur B, on obtient la formu- 
e (4.3.18). 
Compte tenu de (4.3.18), l'équation (4.3.16) peut s'écrire comme 


d (Y)= 04 (y) + | are ot {5 |V, of (y)]+ 
0 


io {[V, 0 (p}—i(V, Blhe 0,  (4.3.19) 
où 
né 1] dre DE (1V, 0 (y)]— 0 ÉLV, 06 (y)1)) e ET = 0, (y) — 04° (y). 
0 


En substituant cette expression de B dans (4.3.19), on obtient la formu- 
le (4.3.12), en vertu de laquelle on a 


T 


0 
097 (V = —i | are PP (1V, og (y)]— ag-2 4[V, o$0 (y)]})e "0", (4.3.20) 


Remarquons que l'équation (4.3.12) (ou (4.3.20)) n'est pas une équation 
intégrale fermée pour la détermination de 0, (+), car elle contient l'opérateur 
inconnu Oo {[V, o$°”(y)]}. Cependant, comme nous allons le montrer dans les 
paragraphes qui suivent, la grandeur ©, {{V, of°’ (y)]} peut s'exprimer en fonc- 
tion de ©, (y).4 

Pour trouver les opérateurs asymptotiques o{* {p} nous aurons besoin de la 
formule suivante: 


” = —i | en 
Sp Go {p}Ÿ=Spp}—i | dtSpe SE p— of} e E" [Ÿ, VI. (4.321) 
0 


Pour démontrer cette formule, remarquons que pour + quelconques on a la 
relation 


T 
Sp e (T) Ÿ= Sp p?— | dx’ Spp(x')[Ÿ, VI, 
0 
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où p(r)= «1 TpelŸÈT, En utilisant la formule (4.3.2) et en régularisant l'inté- 
grale tout comme lors de la démonstration de la formule (4.3.16), on obtient: 
n 


D xl Sp oi" {p} Ÿ= Ono SP PY— 
{m0 


co n—-1 
_ | ar Sp{?, V] (pe nn — D voÿr- (p})— 
0 10 


Titi = 2 
ED gr SPL, Vloi"-” (p}. 


En égalant les coefficients des mêmes puissances de 7T, on trouve 


00 a —1 
= à = _—i ic 
Sp 04" {p} ? = Sp p?—i | ar Spl?, VI (te pen — Di dlop-n {p}), 
0 I=0 


d'où, à partir de (4.3.5), (4.3.7), on obtient la formule (4.3.21). 

4.3.2. Equation fonctionnelle pour les opérateurs asymptotiques. 
Nous allons montrer maintenant que Îles opérateurs asymptotiques o{”? {p} 
satisfont à l'équation fonctionnelle suivante 


N ogm-m) {oi (p}} = 05"? {p}. (4.3.22) 


Compte tenu du principe d'’affaiblissement des corrélations pour p, cette équa- 
tion permet d'exprimer o£{”" {p} en fonction de o‘”(-). 

Pour démontrer (4.3.22), nous allons nous référer à l'équation (4.3.5). En 
passant dans le second membre de (4.3.5) dans le domaine asymptotique % —+ © 
æt en utilisant (4.3.2), on obtient: 


n nn n-m 
2: vom (p}= À 2 tlofn”? {os fp}}, 
Mu 0 m0 l=0 


d'où 
Om (P} = » ob {of {p}}. 
le=0 


‘En posant ici »m = 0, on arrive à la formule (4.3.22). 
En utilisant l’opérateur o, {p}, on peut écrire la formule (4.3:22) comme 


suit : 
Co {Co {p}} = Sp}. (4.3.23) 
Si p satisfait au principe d'affaiblissement des corrélations on a en vertu 
de (4.3.10), (4.3.7) 


do {P}= 04 (v)+ D oo {p}}, y—=Sppf. (4.3.24) 
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Nous allons montrer qu'à partir de (4.3.24) on obtient la relation suivante 
Co{P} = Go (y (P)), (4.3.25) 


où y (p) = Spa {p}y et © (y) est donné par la formule (4.3.10). 

Notons que la relation (4.3.25) n’est vraie que si p satisfait au principe 
d’affaiblissement des corrélations. 

Nous allons vérifier la formule (4.3.25) en première approximation de la 
théorie des perturbations par rapport à V. En vertu de (4.3.24),ona 


06” {p}= 06! (y) + 06°? {o6!? (p}}. 


Nous allons montrer que le second terme dans le second membre de cette for- 
mule est égal à 


(0) faf1r 406 (y) (1) e S 
Go {oo (= — SPOo (P}Tar Y=SpPY- (4.3.26) 
La formule (4.3.3) détermine l'opérateur asymptotique of° {p} seulement pour 
les opérateurs p qui satisfont au principe d'affaiblissement des corrélations. 
Entre temps, o{l’{p} n'y satisfait pas. C’est pourquoi on ne peut pas utiliser 
directement la formule (4.3.3) pour trouver of {ofl’ {p}}. Cependant les 
opérateurs asymptotiques of” {p} satisfont aux relations 


Sp of" {p}a(x)bty ——  Spof*{p}a(z)Spof—*){p}b(y),  (4.3.27) 
k=0 


Æ—y—00 0 


où a (æ) et b (y) sont des opérateurs quasi locaux arbitraires. Nous dirons donc 
que le système d'opérateurs {po, . . .. PL} satisfait au principe d'affaiblissement 
des corrélations d'ordre n si on a les relations asymptotiques suivantes 

l 


Sppa(z) bg => > SP Pma (T)-Sp Pi-mb (y), 1=0, 1, ..., n. 


— 00 
F8 m0 


Notons qu'une telle situation apparaît chaque fois qu'on développe l’opé- 
rateur statistique p — p (4), qui dépend du paramètre ?, et satisfait au principe 
d’affaiblissement des corrélations, en série suivant les puissances de et 


1 np (à) 


PQ= D Mn Pn= pm | 0e 


n=0 


L'ensemble des n pure termes de ce développement {po, . . .. p,} satisfait 
alors au principe d’affaiblissement des corrélations d'ordre n. 


Pour vérifier (4.3.27) remarquons que, l'opérateur ei pet DE T satis- 
faisant au principe d'affaiblissement des corrélations, l’ensemble des opéra- 
m 


teurs > Ttlo;" {p} (m = 0, 1,..., n) satisfait en vertu de (4.3.2) au principe 


1=0 
d'affaiblissement des corrélations d'ordre n pour + arbitraire. Par conséquent 
l'ensemble des opérateurs of? {p} (m = 0, 1. ..., n) satisfait également au 


Lune soie issement des corrélations d'ordre n en accord avec la formu- 
e (4.3.27). 


En supposant, dans (4.3.3), que l'opérateur À dépend d’un certain paramètre 


66° {p ()}= PO (Sp p (À) Y), 
14—0393 
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on obtient en dérivant cette relation par rapport à À et en posant ensuite À = 0, 


ap(° (y) . 
07 {P1} Da lyspoi P P1Ÿa 


Cette formule est vraie dans le cas où l’ensemble des opérateurs {po, p,} satis- 
fait au principe d’affaiblissement des corrélations du premier ordre. En utilisant 
cette formule et en remarquant qu’en vertu de (4.3.27) l’ensemble des opérateurs 
{a {p}, 06° {p}} satisfait au principe d’affaiblissement des corrélations du pre- 


mier ordre, on obtient la formule (4.3.26) (vu que Spo$®? {p} ÿ == Sppy). Donc 
90!90? À = 
O0 {P}— 06"? + Sp 04! {P}Yar Y—=SPPY. 


Ainsi, aux termes quadratiques par rapport à V près, on a 

a$° {p}+ 081 {p} & a$° (v+ Sp a? {p} Y)+ 061 (v), 
où y — Sppy. Cette relation, aux termes quadratiques par rapport à F près, 
coïncide avec la relation (4.3.25), que nous voulons démontrer (de plus y (p) = 


= Spo{® {p}y + Spog” {p}f). 
Avant LE passer ns la ne générale de la relation (4.3.25), nous 
allons montrer que 


Sp 04" (V) Ya = 0, Sp 08° {05 {p}} Ya = Sp 04"? {P}Yae  (4-3.28) 
La première de ces formules découle de la relation 


eo ou (Y) 207 ee. 0, n=1,2, .….. 


qui, à son tour, découle de (4.3.20). En effet, comme [&,. ,] = 0, on 
a e IE 0 gun (pe 0e, = Spot? (y), et on obtient la première des formu- 
les (4.3.28). La seconde formule découle de la première si l’on tient compte de 
ce que les opérateurs {o{® {p}, ..., o$"’{p}} satisfont au principe d'affaiblisse- 
ment des corrélations d'ordre m. À partir de (4.3.23) et (4.3.28), on obtient la 
relation suivante 


m—i 
D Spogm-" (op {p}}Ya =, m2, 3, (4.3.29) 
Ni 


Nous allons maintenant démontrer la relation générale (4.3.25). Introdui- 
sons la désignation 
Ko (P} = O0 (06°? {p}}. 


La formule (4.3.23) peut alors s'écrire comme suit 


Co (P}=%0 (P}+ D, 00 (06? {p}}. (4.3.30) 
n—1 

Il est évident que si p satisfait au principe d’affaiblissement des corrélations, 
on a 

%o {P} = So (vh v = Sp py (4.3.31) 

(on a tenu compte de la formule (4.3.3)). Supposant l'opérateur %, (p) donné, 

pose allons chercher la solution de l'équation fonctionnelle (4.3.30) sous la 
orme 


Co {P} = Xo (P} + %1 (P} + Xe (P} + -. (4.3.32) 
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Où Xn — Vn (pour %x, {p} donné). Il est facile de voir que 


X1 {P}= %0 (041) {p}}, 


Xn {P}=Xn-1 (08) {p}} +. ag (00) {p}}, (4.3.33) 


Ainsi, tous les x, (n = 1, 2, ...) s'expriment en fonction de x, {p}. 
Nous allons montrer que 


n 
V'us{of Ti) {p}}=0, n=1, 2, … (4.3.34) 
sæi | 
et par conséquent 
Xn {P} = Xo (057 {p}}- (4.3.35) 


Nous allons tout d'abord vérifier la formule %x, {04° (} = (0. 

Remarquant que %, {p} = X9 {061 {p}} et vu que les opérateurs o°? {p}, 
cé? {p} satisfont au principe d'affaiblissement des corrélations du premier ordre 
ii au principe d’affaiblissement des corrélations), on a en vertu de 

.3.31) 


06 Cou æ# 
A = Sp 00) {p} Ya» Y—SP P?- 
œ 
De même, il est facile de montrer que 
CD {p}}= 200 À Sp 60) {0} a-Sp 64 (y) a+ 2%) sp 061) {061 fon 3 
X1 (05 {p}} DV dYs Po {P} Ya PO) (v) Ys+ Pa P © {05 {P}} Ya - 


Enfin. en utilisant (4.3.28) et (4.3.29) pour m = 2, on arrive à la formule 
#1 (06! {p}} = 0. : 

La relation générale (4.3.34) pour nr quelconque peut être démontrée par 
récurrence. Supposons que la relation (4.3.34) est vraie pour n = 4, 2, ..., k. 
En vertu de (4.3.33) on a alors 


Xn (P} = %Xo {06 {p}}, n=1,2,..., k+1. (4.3.36) 
Il nous faut vérifier que 


k+1 —. 
à xs {05279 {p}}— 0. 
$ 


Conformément à (4.3.36) on a 
R+1 is | R+1 ns 
D 2% (0077 {p}}=%0 { D of {0 T9 {p}]. 
sm sm 


Si p satisfait au principe d'’affaiblissement des corrélations, en vertu de (4.3.24), 
on a 


, R+1 
+9 {p}= of +2 (y) + > 66? {of +279) {p}}+ 000) (0B +2 {p}}, 


Y = Sp pY. 
14° 
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C'est pourquoi 
REA à < ; . 
à #8 1087779 {p}}= 40 (0077 {p}— 00 {0 T9 {p}}}— 240 (05? (v)}, 
gg 


v= Sp PT. 


Remarquons maintenant que %o {o{à +2) (y)} = 0. (Ce qui découle de (4.3.31), 
(4.3.28) et de ce que les opérateurs of (y), . . ., d*+?){y) satisfont au principe 
d'affaiblissement des corrélations d'ordre (4+2).) De plus x, (0{%*+2) {p}} — 

= %0{0,9 {oO +2 {p}}}. (Ceci découle de (4.3.31), (4.3.28) et de ce que les opéra- 
teurs 0: o#+2) {p} satisfont au principe d'’affaiblissement des corré- 


Phsas 
lations d'éle (k + 2)). La formule (4.3.34) se trouve ainsi démontrée. 
Compte tenu de (4.3.35), on peut écrire la formule (4.3.32) sous la forme 


Go {P}= 00 (Y)+ ne %o {08 {p}},  v=SpPY (4.3.37) 


(p satisfait ici au principe d'affaiblissement des corrélations). En vertu de la 
formule (4.3.31) les grandeurs %x, {05° {p}} peuvent s'exprimer en fonction de 
© (y). En effet, supposons que l'opérateur p (À) satisfait au principe d'’affaiblis- 
sement des corrélations. En vertu de (4.3.31), on a alors 


%o {P (À)} = © (v (A), y (À) = Sp p (À) +. 


Remarquons maintenant que 


1_ 0708 (v) _ gra tt o(W f 1 OP 5 \u 
ni dm D 0Y ... 0Y (57 x À) Lo 
Nitonstos. en 
1 Rp = \78k 1 
si (5% +) nl... nl..." 


où la sommation s'étend à tous les »;, éventuels qui satisfont à la relation nr, + 
+ 2ne + 3ns +...— n. Comme les opérateurs 04° {p}, ..., of"? {p} satis- 
font au principe d’affaiblissement des corrélations d’ordre », on a 


*9 {05° {p}}= 
7 > 2 9e y ee (AA ul eee mal), 


nRi+ 2ns+ .….e œn 


v# = Sp oÙ {p} Ÿ. (4.3.38) 


C'est pourquoi, en vertu de (4.3.37), on a 


tp} = (v)+ Ÿ D 5 à 


n=mi Nit2ns+. ..mn 


GATE AE Oo (Y) Na RTR (ni+ ne + ...)l 
0Y -.. 0Y ess nil Nate 


$ 4.3] SOMMATION DES TERMES SÉCULAIRES 213 


et par conséquent 
Oo {P} = 00 (Y+Y'+Y +...) = 00 (Sp oo {P)} ) 


(nous avons tenu compte de la formule (4.3.38)). Nous avons montré ainsi que 
si l'opérateur statistique p satisfait au principe d’affaiblissement des corréla- 
tions, on peut exprimer & {p} en fonction de ©, (y) où y = y (p) sont des fonc- 
tionnelles de p. 

4.3.3. Sommation des termes séculaires et opérateur statistique grossier. 
Comme nous l'avons déjà noté, l'équation (4.3.12) n’est pas une équation fermée 
pour la définition de ©, (y) car elle contient l'opérateur o,{[V, o$°? (y)]}}. Cepen- 
dant on peut exprimer cet opérateur en fonction de o, (y) et obtenir par là même 
une équation intégrale fermée pour la définition de l'opérateur ©, (y). Notons 
à cet effet que les opérateurs 060? (y), 4[V, af°? (y)] satisfont au principe à ’affaiblis- 


sement des corrélations du premier ordre (ce qui découle de £ [V, o$°? (+)] = 
= 7 eV og0 (y) Riu à )- C'est pourquoi, en vertu du résultat essentiel 
du paragraphe précédent, à savoir de (4.3.25), on a 
06 : = 
oo (17, (= D sp os (LV, 0$° (71) Fa- 
Mais conformément à (4.3.29) on a 
Sp So {1V, 00 ()1} Ya = Sp IV, Go {69 (V)}] Vas 
(nous avons tenu compte de [V, of)(y)]={%, 0%) (y)] et de [Yes V]= 
= [Ya, %]), par conséquent 
(0) __ 900 (v) S OV 
Co{lV, © MI=—, SP 00 (Y) [Ya V]- 


On obtient ainsi l'équation intégrale fermée suivante pour la définition 
de © (y): 


0 
oo (= 060 (7) 5 À are 6 (1v, a (1 PP sp 08 (1) Las V1)e 0. 
_ (4.3.39) 


En résolvant cette équation par la méthode des itérations, on trouve les 
opérateurs asymptotiques 04°? (y). Puis, en utilisant le résultat essentiel du para- 
graphe précédent (4.3.25), on trouve les opérateurs asymptotiques of"? {p} = 
= (09(y (p))}®. La relation entre y et p peut être obtenue par la théorie des 
perturbations suivant V à partir de la relation (4.3.21). A titre d'exemple nous 
allons donner l'expression de l'opérateur oc‘ {p} 


90{0) (y) : : 
—— Sp ol) {p}Ÿer Y—=SP PŸ, 


06 {P}= 08 (+ 


0 
of (y) = —à À dre #08 (y, of (mp1 e IAE, 


€p oÙ1) {p} Ya = —:| dt Sp P [Ya V] 
0 
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(on suppose que dans ces formules l'opérateur p satisfait au principe d'’affaiblis- 
sement des corrélations). 

On peut maintenant voir comment évolue l’état du système pour t ÿ %. 
Dans ce domaine asymptotique l'opérateur statistique est déterminé par les 


termes principaux (4.3.2) dans le développement de enr pei£r en série suivant 
les puissances de V 


—1HCT. it à (m) 
—— — n 
e pe ru de À ji 077” {P}; 


et le problème revient ainsi à la sommation des termes séculaires t'0{"? {p} 
apparaissant lors de l'application de la théorie des perturbations *). 
En utilisant (4.3.5), on a 


00 mm 00 
= Ne Eope nn D 67 Pain) (p} e ET, 
M0 n=0 n=0 
ou 
it 1907 
Or—=09 (e 7 pe } 
(nous avons utilisé la définition de l'opérateur générateur o, {p} (4.3.7) et la 
formule (4.3.9)). En vertu de (4.3.25) on a 


O7 = Oo (Y (T; p)), (4.3.40 


où y(tT; P)=SPO ge SET Der, Y. Les grandeurs y(x; p) sont données par 
) 


la formule (4.3.21 


œ 
—i i —i É it’  - 
vus p=spe "pe | ar pe AT (p— 0 {p} PT [F, VI. 
T 


En dérivant cette expression par rapport à t, on obtient une équation pour les 
paramètres y (T; p) mu y (t) 


Y(=Z2(v())= — iSp 00 (v(x) [v, VI. .(4.3.41) 

En comparant les résultats obtenus ici avec ceux du $ 4.2, on voit que l’opé- 
rateur générateur ©, (y) coïncide avec l'opérateur statistique grossier. Les varia- 
tions des paramètres y dans le temps, comme on pouvait s'y attendre, sont don- 
nées par l'équation (4.2.4). 

Nous avons montré comment apparaît la dépendance fonctionnelle. de l’opé- 
rateur statistique grossier du paramètre dans le cas des systèmes spatialement 
homogènes. D'une manière analogue, on peut également envisager le cas des 
systèmes spatialement non homogènes [90, 89] lorsque les termes séculaires appa- 
raissent lors de l'élaboration de la théorie des perturbations par rapport aux 
gradients spatiaux. Enfin on peut envisager le cas général où les termes séculai- 
res apparaissent lorsqu'on utilise la théorie des perturbations, tant par rapport 
à une interaction faible que par rapport aux gradients spatiaux [98]. On obtient 
ainsi les relations fondamentales (4.2.18), (4.2.48) ainsi que les relations 
(4.2.29), (4.2.30), (4.2.55), (4.2.57) qui décrivent les processus de relaxation. 

Notons pour conclure ce paragraphe que les divergences (termes séculaires) 
que nous avons éliminées étaient liées au principe d’affaiblissement des corré- 
lations et non à une structure concrète du hamiltonien de l'interaction. C'est 


*) La méthode de la sommation des termes séculaires a été utilisée pour la 
première fois par Van Hove [116] et Prigogine [97] pour trouver la « master 
equation s». 
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a Li il faut avoir en vue que lors de l’application des méthodes de la théorie 

es perturbations aux on (4.2.11), (4.2.55) peuvent apparaître des diver- 
gences supplémentaires liées à une structure concrète du hamiltonien de l'inte- 
raction (comme, par exemple, dans le cas de l'interaction coulombienne dans un 
système de particules chargées, voir le paragraphe 1.5.2). Pour éviter ces diver- 
gences, il y a lieu d'utiliser une des modifications de la théorie des perturbations 
comme pour les équations (4.2.11). (4.2.55). 


$ 4.4. Comportement asymptotique des fonctions 
de Green dans le domaine des basses fréquences 


4.4.1. Linéarisation des équations pour l’opérateur statistique. 
Dans le paragraphe 4.2.2 nous avons obtenu des équations pour 
l'opérateur statistique grossier d’un système faiblement non homo- 
gène. Ce système peut en principe, bien que les hétérogénéités soient 
petites, se trouver tant au voisinage qu'au loin de l’état d'équilibre 
statistique. Dans le présent paragraphe, nous allons envisager le cas 
où les écarts de l'équilibre ne sont pas grands. Pour plus de simplicité 
nous allons supposer que l'interaction supplémentaire V est absente, 
de sorte que le système est décrit par les équations (4.2.29), (4.2.30). 

En prenant pour fonctions indépendantes au lieu des densités 
ba (x) les fonctions Y, (x) et en introduisant la désignation 
60 (Y (x) = 0, (£(x’)), on peut écrire l'équation (4.2.29) comme 
suit 


0 


(Y(')=w(r (a) | dre fi [e, w(Y (&')1— 


© 


(ar TÉL (2: Y (a))}e 30, (4.4.1) 


où la fonctionnelle S, (x; Y (x’)) est déterminée à partir de l'équation 


Ô04 (Y ’ 
d°z Re — > Se(z; Y(z'))= 


60, (Y ô 
= { dr TO) Sp 0 (Y (z')) Éex (%). 
En remarquant que 


609 (Y (z’)) _ = | d3z" 90 (æ')) 6 Sp 0 (Y (z’)) 8 (x) 
| ôYe(z) (x) ETC (z°) ÔYy (x) ’ 
on obtient 


» ÉSp So (Y à 
j & en LD Sy(a"; Y (a) = 


e 7 SP Go(Y (x'))'Éon (T). (4.4.2) 


216 ÊTATS HORS D'ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES QUANTIFIÉS [CH. 4 


En posant Y, (x) = Y, + ÔY, (x), où Y, sont des forces thermo- 
dynamiques qui ne dépendent pas des coordonnées et ôY, (x) des 
compléments petits (variant lentement aveczx), développons w (Y (x’}) 
en série suivant les puissances de ôY, (x): 


w(Y(z')=w+ôw+..., w=w(Y), ôw=— | REY A (k)ure (k), 

(4.4.3) 

on ÔY,(k) = (27) "* | d326Y (æhe-ikz sont les composantes de 
Fourier de ôY, (x) et 


1 
ve (E)= —w À dA | reine (Es (&, h)— (La) 
0 


(nous avons ici utilisé les désignations a (x, À) = w”ha (x) u*, 
(a) = Sp wa (x)). 

En vertu de (4.4.1), au développement de w (Y (x’)) correspond 
le développement de ©, (Y (x’)): 


o(Y(z)=w+600(Y (x ))+..., 6s(Y (x')) = 
_ | dkOY a (k)ou(k) (4.4.4) 


(o, (k) sont des opérateurs inconnus). Pour trouver ces opérateurs, 
il y a lieu d'utiliser l’équation intégrale (4.4.1). À cet effet, nous 
allons trouver la dérivée fonctionnelle 60, (Y (x’))}/ÔY, (x). Remar- 
quant que 


oo (Y (2) = (2n) | zôre (x) | d'hoe (k)e-i*+, 


On a 


60, (Y (z’ | . 
ED = (2n)5 | d'ke-trro, (k). 


En substituant cette expression dans (4.4.2) et en introduisant les 
composantes de Fourier des fonctions S, (x; Y (x’)) 


(2x): | dire-ikrS (x: Y(z'))—iôYn(k)Toa(k), (4.4.5) 


on obtient la relation suivante reliant la matrice 74, (k) et les 
opérateurs O4 (k) : 


iT ha (k) SP Ga (k) Éy(z)= Spos(k) En (æ). (4.4.6) 
Nous allons montrer que cette relation peut s’écrire comme 
T pa (k) SP Oa (k) Éy (0) = k1 Sp os () Eva (0). (4.4.7) 
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Remarquons à cet effet que 
eilrg, (k)e-iFPr—eikro, (k), (4.4.8) 


où P est l'opérateur de l'impulsion du système. En effet cette équa- 
tion peut immédiatement être obtenue à partir de (4.4.4) si l’on 
tient compte de ce qu'en vertu de (4.2.33), on a 


era (Y (x'))e-t#= 800 (Y (z' +2). 
Remarquant que 
ba (z)=e-trefe (0)ei7+,  Éer (x) = 6 tar (0) et®+ 
et en utilisant (4.4.8), on obtient en vertu de (4.4.6) la relation (4.4.7). 
En substituant (4.4.3), (4.4.4), (4.4.5) dans l'équation intégrale 
(4.4.1), on trouve l’équation intégrale suivante pour déterminer les 
opérateurs 64 (k) [89]: 
Oa(k)= wa (k)— 
0 
_ | dre {i [Ho Wa (k)]—iTas(k)os(k)}e "#0, (4.4.9) 


— 


Ces équations de pair avec les équations (4.4.7) permettent de trouver 
l'opérateur 0, en approximation linéaire par rapport à ÔYa. 

Jusqu'à présent, nous avons envisagé ÔŸ, comme des fonctions 
indépendantes. Cependant, si la valeur initiale de l'opérateur sta- 
tistique p est fixée, les grandeurs &, (x, 0; p) en vertu de (4.2.30), 
seront des fonctionnelles bien déterminées de p, par conséquent, les 
grandeurs ôY, le seront aussi. Nous allons montrer maintenant 
comment trouver les variations des forces thermodynamiques ôY4 
en fonction de p, ôY, (x) = ÔY, (x; p)- 

Comme l'opérateur p doit satisfaire au principe d'affaiblissement 
des corrélations, en vertu de (4.2.44) il peut s’écrire comme 


p=exp{o— y, | drbo(z)— | d'ab (x) a (x)}, 


où a (x) est un opérateur quasi local arbitraire invariant par rapport 
à la translation et b (x) une fonction c-numérique arbitraire. Pour 
b (x) = 0, cette expression devient w (Y). Ce sont les états voisins 
de l’état décrit par l'opérateur statistique w qui nous intéressent, 
c'est pourquoi nous allons supposer que la fonction b (x) est petite 
et écrire p sous la forme 


p = w + Ôp + RE 
&p= | dkb(k)p(k), b(k)— (2x) | dire-ikzb(x),  (4.4.10) 


1 
p (k) = —w | dà | d'reik={(a(x, À) —(a)). 


218 ETATS HORS D'ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES QUANTIFIÉS [CH 4 


Comme ôY, (k) s’annule avec b (k), on peut écrire ÔY, (k) comme 
Ya; p) = b(&k) T, (k; a), 
où les grandeurs T, (k; a) ne dépendent pas de b (k) et sont déter- 
minées par l'opérateur a (x). En substituant dans (4.4.4), on obtient 
Go{p}= oo (Y (2; p)=w0+ | PRE(K)Ta(k; a)oa(k)+... (44.11) 
Pour trouver T, (k; a) en fonction de l’opérateur a, nous allons 
nous référer à l'équation de « mémoire » (4.2.30): 
SP Oo {P} Ca (0) = 


0 
= Sp pla (0)—i | dr Sp "#2, p— 0 {p}le "ren, (0). 


En y substituant (4.4.10), (4.4.11), on trouve 
Th (k ; a) Sp Op (k) Ca (0) ne Sp p (k) La (0) — 
0 


si | diSpe %[P,, p(k)—Ta(k; a)os(k)] e 0", (0), 


d’où en utilisant (4.4.8), on trouve finalement 
Ta (& ; a) Sp 08 (k) La (0) =Sp p (k) Éa (0) — 
0 


= | Sp (pk) —To(k: a)os(k)}e "TE, (0) 4. (4.4.12) 


Connaissant les opérateurs ©, (k) on peut à l’aide de cette équation 
trouver les grandeurs T, (k; a) et par conséquent Ô0, {p} en appro- 
ximation linéaire par rapport à b (k). 

La fonction b (x) doit varier lentement avec x. C'est pourquoi 
les grandeurs k, dans les équations (4.4.9), (4.4.12) seront petites 
et on peut chercher la solution des équations (4.4.9), (4.4.12) comme 
un développement en série suivant les puissances de 4, (il est facile 
de réaliser un tel développement, car les termes intégraux dans 
(4.4.9), (4.4.12) contiennent k). | 

À partir des équations (4.4.9), pour les opérateurs 0, (k), on 
obtient 


€ og, (&) ei 07 — e "op (ke) ACTU . 
T 
_ \ dr'ei 0" {Lo wa (6)]—iT es (k) 08 (k)} eo". 


d'où 
6 oo (k) e 0 = iT ag (k) eo (Ke) eÏ 9e", 
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et, par conséquent, 
eo, (k) eo = (e—T(K)) 8 On (k). (4.4.13) 
Remarquons qu’en vertu de (4.4.8), on a également la relation 
elPzg, (k)e-ilx — eikrxo, (k). 


Comme nous allons le montrer, les valeurs propres de la matrice 
Tap (k) déterminent le spectre « hydrodynamique » des oscillations 
d’un système physique, c'est-à-dire les fréquences et les amortisse- 
ments des oscillations dans le domaine des petits vecteurs d'onde k. 

Remarquons enfin qu'à partir des formules (4.2.18), (4.4.11), 
(4.4.13) on obtient la relation [89]: 


e op (k) eo" —> Ta(k; a) (e-T)es 08 (k), (4.414) 


Î 
p(k)= —w | ak | diretkz(a(x, À) —(a)). 
0 


Comme le montre la démonstration, dans cette formule asympto- 
tique, la grandeur + doit être bien plus grande que le temps de chao- 
tisation —,, c'est-à-dire le temps de l’établissement de la distribu- 
tion locale w (Y (x')). De plus, le vecteur d'onde k, égal en ordre 
de grandeur à ax (a, étant les grandeurs caractéristiques pour les- 
quelles la fonction b (x) varie) doit être petit par rapport à L-!, où / 
est la longueur du libre parcours moyen des particules du système, 


k & 1”! (pour les gaz ! = vt,, vétant la vitesse moyenne des parti- 
cules; pour les liquides ?{ — a, où a est la distance interatomique 
moyenne). 

Il y a lieu de noter que la relation (4.4.14), tout comme les 
formules générales (4.2.29), (4.2.30), concerne les systèmes non 
dégénérés, c’est-à-dire les systèmes dont l’état d'équilibre est donné 
par des valeurs moyennes habituelles et non par des valeurs quasi 
moyennes. 

4.4.2. Comportement asymptotique des fonctions de Green dans le 
domaine des fréquences basses et des vecteurs d’onde petits. Dans 
ce paragraphe nous allons montrer comment à partir de (4.4.14) 
on peut obtenir la formule asymptotique des fonctions de Green 
OT le domaine des fréquences basses et des vecteurs d'onde petits 
89]. | 

La fonction de Green retardée G{? (x, ft) des grandeurs E; (x, t) 
et E; (0) en vertu de (4.1.12) est déterminée par la formule 


Gi? (æ, t) = — i0 (t) Sp [w, Ei (x, t)] E; (0), 
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où w est l'opérateur statistique de Gibbs généralisé 
W—eXp {—YoYa}s Va — À ŒTCa (T), 


et les opérateurs y. correspondent à différentes intégrales additives 
du mouvement. Nous identifierons les trois premiers de ces opéra- 
teurs Y, au hamiltonien du système &#,, à l'opérateur de l’impul- 
sion P et à l'opérateur du nombre de particules W, y, = 0, Y1.2,3 = 
= Pi, Y = N. Nous écrirons les grandeurs Y,, Ÿ, Y, comme 
Yo=B$, F = —$Pu, Y, — —fPu, où $ est l'inverse de la tempéra- 
ture, u le potentiel chimique et zx la vitesse du système en entier. 
Nous allons supposer que le hamiltonien $£ = , qui détermine 
les opérateurs de Heisenberg Ë; (x, t) transforme, par suite de l’évo- 
lution du système un état initial quelconque p en un état d’équili- 
bre w. 
Remarquons maintenant que 


1 
d 
We, Ex, De —w | dut (x, +) w 
0 
et, par conséquent, 


1 
Ww, Ex, 2]=—w | dAolre, Ee, #5 D] 
0 


Compte tenu de ce que 


[P, Er (x, t)] — iVE; (x, L), [$, Es (x, t)] = — | SE; (z, t) 


ot 


et en supposant pour plus de simplicité que E; (x) commute avec 
tous les autres opérateurs yÿ,, on obtient: 


1 
Le, Eee, 1=ip (+uv)o | dA(E(s, 2 2)—(t)). 
0 
D'où 
1 
— i0 (£) [w, ë (x, t)] — B (+ + uV) 6 (£) 4 | dÀ (E (æ, l; À) — (E:)) + 
0 
I 


+86 (4) | dA (Er (a; À) — (EN. 


0 
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C'est pourquoi en vertu de la définition des fonctions de Green on a 


1 
GPe, D=B(5+av) 00) Spw | dA(E(æ, #5 À) —(E)) 87 (0)— 
0 


—BÔ (4) Spw | dA (Er (æ, À) — (En) E (0). 
0 
En passant aux composantes de Fourier des fonctions de Green 
Gi; (k, w), on obtient 


Gi (k, w)= 
œ 1 
— — if (w—ku) | dteivt | Teri Spw | dA (E:(x, t; À)— 
0 0 


1 


— (#0) E,(0)—8 | dére-tr Spa | dA(E(æ, A) —(E0)E, (0). (4.415) 


0 


Pour trouver l'expression asymptotique de G'f? (k, w) pour w — 0, 
il y a lieu d'étudier le comportement pour des t grands de l’expres- 
sion sous le signe de l'intégrale dans le premier terme. A cet effet 
nous allons utiliser la formule (4.4.10) pour p (k) (où au lieu des 
opérateurs a (x) on trouve les opérateurs E; (x)) et la relation asymp- 
totique (4.4.14). Ces formules montrent que 


i 
— w | dÀ | dire-ikzx(E, (x, 1; À) —(E;)) Eng 
l 7 
—— Ta (k; Ej) (e- #7) 8 08 (k), 


où 08 (k), Top (k), Te (k;3 E;) sont donnés par les équations (4.4.9), 
(4.4.7), (4.4.12). On a donc 


1 
== | dSzreirr Sp D | dÀ (ë: (x, #; À) —(E,)) ë, (0) Pas 
0 — 20 
> Talk: 8) (ef TE)es Sp os (k)E: (0). (4.4.16) 


Dans la formule (4.4.15), le terme contenant l'intégrale sur le 
temps peut de toute évidence s'écrire sous la forme 


— if (0 —ku) [ dre {| dixe-ikx Sp w dA(E(x, t; À)— 
0 0 
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— (49) E5(0)— Ta (k; E) (e-i70)eg Sp op (k) E (0) } — 


— if (o—ku) | déeitT (k; E,) (et) Sp og (E) E (0). 
0 


En vertu de (4.4.16), le premier terme est régulier dans le domaine 
des w et À petits. Dans le second terme, en intégrant par rapport à £, 
on peut écrire finalement la fonction de Green G%> (k, w) comme 


GT (k, w)=G},(k)+ GE (k, w)+6Gi(k, o), (4.417) 
où 
| 
6h (&)= —BSp | dà | dézeiks (E,(æ, À) —(5)) (0), 
0 
CG, &)=—PB(o—ka)To(k; Ej)(o—T(k)+i0)as Sp os (k) Es (0), 
œo {1 
Gi5(k, ©)= —iB(o—ku) | dtetot {Sp w | dan | direikz (E, (x, 1: À)— 
0 0 


— (En) E5(0)—Ta (3 8j) (709) 25 Sp op (He) Es (0)}. 


Le terme G%; (k, w) contient les pôles de la fonction de Green 
Gÿ> (%, w); le terme Gi; (k, w) est régulier dans le domaine des o 
et % petits, et enfin le terme Gi; (k) est une fonction seulement de k 
et ne dépend pas de w. 

Nous allons montrer que les valeurs limites de la fonction de 
Green G‘; (k, w) dépendent de l’ordre dans lequel on réalise les 
passages à la limite w© —> 0 et k—0 (on pose u = 0), c'est-à-dire 


lim G{? (k, 0)<£ lim Gi}? (0, w). 
k—0 


Il est facile de voir à partir de la oi générale (4.4.17) que 


1 
lim CF (k, 0)=G%(0)= —BSp À 4h | dx (E (æ, )—(E)) E (0). 
” 0 


(4.418) 


Nous allons maintenant trouver la valeur limite de la fonction 
G>} (0, w) pour © —+ 0. Il s'ensuit des formules (4.4.3), (4.4.7), 
(4.4.9), (4.4.12) : 


Ce (0) = wa (0) = | é Pr (Ca (TZ, À) — (ba) = + (4.419) 
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Ceci compte tenu de ce que 


1 
9 = 1e dù 
En —Spw | an. À dr (Es(æ, À) — (EN), Ds We 
0 


En substituant (4.4.19) dans (4.4.17), on obtient pour w — 0 la 
formule asymptotique suivante 


GP) (0, w)— GP0)—BTEE ÈS — io (Ex E),  (4.4.20) 


oo 1 
Œu E)=8 | dr | dr | dASpwr(Ei(æ, +; À)—(E)) 8, (0), 
0 0 


, Ô + 
E (a)= (x) — ÉD (a) 
d'où 


lim Gf? (0, w)= Gt;(0) —p SE TE (4.4.21) 


(I1 est également facile d'obtenir cette formule directement à partir 
des relations ergodiques (4.2.1).) 
On voit ainsi que les valeurs limites de la fonction de Green 
% (k, ©) (4.4.18) et (4.4.21) ne coïncident pas, de plus 


lim GC (k, 0)— lim G£F? (0, &)= pr FE (4.4.22) 


Les grandeurs (£;; E£;) jouent ultérieurement un rôle important, 
car elles permettent d'exprimer différents coefficients cinétiques. 
En vertu de (4.4.20), (4.4.21) on peut exprimer ces grandeurs en 
fonction de la fonction de Green retardée G;> (k, «) 


86{7? (0, ©) 
0 


(1; E)) = À (4.4.23) 


w—0 ° 


La différence des valeurs limites des fonctions de Green donnée 
par la formule (4.4.22) peut s’écrire sous forme symétrique 


R 0 (E: 03 () 
lim GC (k, 0)— lim G£{}? (0, o)=p SÈ2 er 7 2 (4.4.24) 


où s — s (&) est la densité d’entropie dans l’état d'équilibre statis- 
tique 


s (E) = —7 Sp w In w = —QF + Yite 
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considérée comme une fonction des paramètres &.. Pour vérifier 
cette formule remarquons que 


9 Q 
Da 7 Ve 


C'est pourquoi 
05/06 = Yo 


d'où la formule (4.4.24). 
En vertu de (4.1.7) la grandeur lim Gi} (0, w) donne la réponse 


uw) — 0 


du système à un champ homogène lentement variable F, (x, t) = 
= FF, (t) (le hamiltonien de l'interaction du système avec le champ 


est |&zF, (t) E, (x)) : 


E: (4) — (En = lim GS? (0, w) F;(t). (4.4.25) 
0) — 0 


C'est pourquoi la grandeur lim G%? (0, w) est appelée susceptibilité 
uw —0 


adiabatique généralisée du système. 
En utilisant (4.4.24), on récrit la formule (4.4.21) sous la forme 


_ nt+) _ ro, O(Es)  0?s  d(Ej) 
nu Gi; (0, ©) = Ÿ (O)—P = dn deg ERA Ÿs - (4.4.26) 


Pour élucider le sens physique de cette relation, remarquons que 
lors d'une variation lente du champ extérieur homogène, on peut 
supposer que le système se trouve à l’état d'équilibre correspondant 
à la valeur instantanée du champ F;,(t). L'opérateur statistique 
de cet état est déterminé par l'expression suivante 


wr=exp {Qr— Va (F) Ya— Yo(F) Fi(t) | dzts()}, (44.27) 


où les forces thermodynamiques YŸ, (F) dépendent également de 
la valeur instantanée du champ extérieur et sont déterminées à partir 


de la condition que l’entropie du système est indépendante du 
temps, à savoir 


Se = —Sp w} 1n wr, 


et que les valeurs moyennes de tous les opérateurs y, à l’exception 
de l'opérateur d'énergie sont indépendantes du temps. La dernière 
condition découle de ce que ces opérateurs commutent avec le hamil- 
tonien total du système, y compris le hamiltonien de l'interaction 


F, (+) | rt, (x) du système avec le champ extérieur. 
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Ainsi nous avons les conditions suivantes pour trouver la dépen- 
dance des forces MS RER vs champ 


ôsr __ Osp 0F1] 


ot ro À + Spwrta = 21 ôt L 7 Sp wrbe =0, a 70, 
ou 

te) à S 

Fe 0 5; SPurba=0, a#0. (4.4.28) 


Nous allons trouver maintenant à l’aide de l’opérateur statisti- 


que w- les grandeurs E; ({) = Sp wkË; en approximation linéaire 
par rapport à F; 


E (£) = Sp wE; + (F7 Sp wrè) F;(t), 


où w est l'opérateur statistique (4.4.27) pour F; = 0. Si le champ 
homogène varie lentement, on a ia formule (4.4.25). C'est pourquoi 
on doit avoir l'égalité suivante 


im GP _( ê L 
nu Gi; (0, o)= | SF) Sp wrË) (4.4.29) 


On peut voir que cette relation coïncide exactement avec la for- 
mule (4.4.26). A cet effet, calculons les dérivées (0Y 4/0F ;)r_0. 
Remarquant que 


Sp = —V"Qr + Ya (F) Ca (F7) + Yo (F) Fj (Er 
et utilisant = formules 
Ô ô 
dY a (F) _. Fo = be (F), a 0, ‘2Yo(r) (F) EE == to(F)+F, (Enr 
d © 
NÉS Le o(F) (Ejr: 
où . : 
(Eÿr=Spwré;,  Ca(F)=Spwrla; 

on peut écrire la condition (4.4.28) comme suit 


Ye (F) = en cale FE = 0, 


9 
"6Fj 0Ya(f) <E 5 =0, us 


Posant ici F;—0, on trouve 


Va (ae (Sr eo + Yo pe = 0 


Oa { 0YR ED = 
0Y 0F) hot Yo EME 


d’où 
(=) — —$ 9 (5j) 
15-0393 
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En utilisant cette relation, on a 


4 
(FE) = —Bw | dr | dr (Es(z, 1) — (En) — 


OF; ]F=0 
J 0 


Où 2EN (4.430) 


7 PF 9Ya da 


En substituant cette formule dans (4.4.29), on obtient la rela- 
tion (4.4.26). 

On remarque que le terme Gi; (0) dans la formule (4.4.26) cor- 
respond au premier terme dans la formule (4.4.30) et, par consé- 
quent, la grandeur G;; (0) est la susceptibilité généralisée pour des 
forces thermodynamiques constantes. D'un autre côté, conformé- 
ment à (4.4.18) la grandeur Gi; (0) est la valeur limite de la fonc- 
tion G%? (k, 0) pour k# —+ 0. C'est pourquoi le comportement de la 
fonction de Green pour des # petits (et w — 0) est déterminé par 
les susceptibilités généralisées pour des forces thermodynamiques 
constantes. Ceci est lié à ce que le cas envisagé correspond aux 
perturbations F; (x, t) = Fi (x) localisées dans un domaine restreint 
de l’espace, c'est-à-dire F; (x) —> 0. La composante de Fourier 


F; (k) 8 (w) n'aura alors pas de singularité en forme de delta par 
rapport à k et, par conséquent, les perturbations ne pourront pas 
changer les forces thermodynamiques, à la différence de ce qui 
se passe pour #4 — 0 et « —- 0. 

Nous allons enfin considérer le comportement de la fonction de 
Green au voisinage des pôles donnés par l’équation 


det (© — T (k)) = 0 (4.4.31) 


(le vecteur d'onde k, comme nous l'avons déjà noté est petit, kl € 1, 
où Z est la longueur du libre parcours moyen des particules). Les 
formules (4.4.17) se simplifient notablement si pour les opérateurs Ë; 
on prend les opérateurs des densités &,, correspondant aux intégrales 
additives du mouvement y,. Dans ce cas, la fonction de Green de 
ces opérateurs Gt (&, w) s'annule pour k = 0, Gt (0, ©) = 0. 
En effet, posons # — 0 dans la formule (4.4.17) et substituons au lieu 
des opérateurs &; (x) les opérateurs &, (x). En utilisant les formu- 


les (4.4.19) on a alors 
da , 
Gr (0)= — Gr, (0, w)=p-, Gé, (0, w)-<0, 
d’où l'égalité Gr, (0, w) = 0. 


Pour w et k petits au voisinage des pôles de la fonction de Green 
la somme des termes G , + G*, est essentielle pour cette 
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fonction. En ne conservant que les termes principaux, on a 
+ un _R a T (h) 
GER, (k, ©) = Pr ra), (4.4.32) 


(dans cette formule asymptotique, nous avons omis les termes 
disparaissant pour # — 0, «© — O0). 

Aux pôles (4.4.31) des fonctions de Green correspondent une 
ou plusieurs relations entre les fréquences et le vecteur d'onde k. 
Ces relations donnent les fréquences et les décréments d’amortisse- 
ment des oscillations faiblement amorties susceptibles de se propa- 
ger dans le système envisagé. C'est à cause de ces oscillations qu'il 
est impossible de permuter les passages à la limite © — 0, k — 0 
(4.4.22). 

Remarquons que les formules asymptotiques que nous avons 
obtenues ne sont vraies que pour les systèmes normaux, c'est-à-dire 
pour les systèmes dans lesquels il n’y a pas de perturbation spon- 
tanée de la symétrie. Par contre, si la symétrie est spontanément 
perturbée, des branches d'oscillations basse fréquence supplémen- 
taires apparaissent (voir $ 5.4). 
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CHAPITRE 5 


ÉQUATIONS CINÉTIQUES 
POUR LES SYSTÈMES QUANTIQUES 


$ 5.1. Equations cinétiques 
dans le cas d’une interaction faible 


5.1.1. Etape cinétique de l’évolution. Dans le $ 4.2 nous avons 
montré que si un système hors d'équilibre est le siège de processus 
tant rapides que lents auxquels correspondent des temps de relaxa- 
tion différant notablement les uns des autres, on peut donner un 
description abrégée des états hors d'équilibre. Dans ce cas, pour 
décrire les états hors d'équilibre, on peut introduire un certain 
ensemble de certains paramètres (que nous avons désignés par Ye 
pour les systèmes homogènes et par &, (x) pour les systèmes non 
homogènes) qui varient lentement dans le temps. La vitesse de 
variation de ces paramètres est déterminée soit par une interaction 
faible, soit par des gradients petits, soit par les deux facteurs en- 


semble. La structure des opérateurs y, et &, (x) correspondant aux 
paramètres Ya et 6 (æ) est déterminée par le hamiltonien cf, seule- 
ment. 

Si après avoir décomposé le hamiltonien du système en &#, 
et Ÿ on n'obtient pas une hiérarchie des temps de relaxation dans 
un système spatialement homogène, il n’est pas question d'une 
description simplifiée. Dans ce cas, on peut seulement parler de 
l'établissement de l'état d'équilibre sans étapes intermédiaires, de 
plus ce processus peut être décrit à l’aide seulement des équations 
du mouvement pour l'opérateur statistique exact p (+). 

Dans ce chapitre, nous supposerons que le hamiltonien principal 
&£, coïncide avec le hamiltonien de l'énergie cinétique des parti- 
cules 

4 2 
Ho= ge | Prvh (x) Vh(e)= D raie, 
D 
ou avec le hamiltonien des quasi-particules libres 


o= Dexter (5.1.1) 
(a, a? sont les opérateurs d'’annihilation et de création d'une 


quasi-particule de nombres quantiques à et d'énergie e;; les opéra- 
teurs + (x), a, ont le même sens que dans le chapitre 2). 
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Le hamiltonien total du système &# se compose du hamiltonien 
#£, et du hamiltonien de l'interaction V que nous supposerons avoir 
la structure suivante 


1 + + 
Vas | des dau" (2) (22) V (es — 22) Ÿ (&2) (1) 
pour les particules et la structure 


Vi ©, D(12; 34) afa;asa, (5.1.2) 


1234 


pour les quasi-particules, où ® (12 ; 34) est l'amplitude de l’interac- 
tion des quasi-particules dans les états 1 = i,, 2 = i,, etc. (dans 
l'expression du hamiltonien de l'interaction des quasi-particules 
pour plus de simplicité nous n'avons pas introduit les termes décri- 
vant les interactions ternaires, quaternaires et plus complexes des 
quasi-particules). 

Pour une interaction suffisamment faible V (ou pour une densité 
de particules suffisamment faible) on voit apparaître l'étape ciné- 
tique de l’évolution où l’état du système peut être décrit par une 
fonction de distribution à une particule, jouant le rôle des paramètres 
Ca (æ) introduits dans 4.2.2. Pour s’en rendre compte, en ver- 
tu de 4.2.1, 4.2.3 on doit envisager l'expression asymptotique 
dans le domaine des temps grands de l'opérateur statistique’ 
exp (—ié# ot) p exp (iéfot) (p étant l’état initial de l’opérateur 
statistique correspondant à un état spatialement homogène). 

Nous envisagerons l’ensemble des fonctions de distribution 
à particules multiples et tiendrons compte simplement du principe 
d’affaiblissement des corrélations en introduisant la fonctionnelle 
génératrice #, (u, u*) pour l'opérateur statistique exp (—ié.t) X 


X p exp (iéf'ot) 
DE uraÿ ? U1a] 


Flu, u°)=Spe "#otpeiote 1 
Remarquant que 


et en effectuant une permutation cyclique des opérateurs sous le 
signe de la trace, on a 


Fi(u, u*)=Sppexp(Zufeinta;) exp (Jiue-tata,), 
d’où 
F (u, u*) Le Fo (ue-iet, u*etet), 


où Fou, u*) est la valeur initiale de la fonctionnelle #}, (u, u*). 
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Rappelons que la fonctionnelle corrélationnelle G, (u, u*) est 
liée à la fonctionnelle #, (u, u*) par la relation (2.4.10) 


Grtu, u*)=in#F,(u, u*). 
C'est pourquoi on a 
Gru, u*)=Go(ueitt, u*elt). 
D'un autre côté, la fonctionnelle corrélationnelle G, (u, u*) peut 
s'exprimer en fonction des fonctions de corrélation initiales 


Go(u, u*) = à fi, 1UT-Uy + 


LS 2 2. Bisnstt...entdie. URL, 


n=21...n 1’. 
où 1. est la matrice initiale de densité à une particule 
f1,1° = Sp Paîra; 


et gi. . .. n* Sont les fonctions corrélationnelles initiales 
La Fohetion nelle. corrélationnelle G,(u, u*) est ainsi donnée par 
la formule suivante 


Grlu, ut)= D fi, sutuget@ien) 
11° 


LS > >» (Li... n:1,...,n'Uir ... Un'U ... 


n=s21...n1’...n° 
. UnexXpit(gy +...Hen—e;—...—Een). (5.1.3) 


Nous allons montrer que pour { —> oc le second terme dans cette 
formule tend vers zéro, c’est pourquoi 


Gite, n*)—— Ÿ fi, putes), (5.1.4) 
1i TT 


too 
A cet effet remarquons que, dans le cas envisagé, lorsque l’état 
initial est spatialement homogène, f,.,- est proportionnel à 6, 
c'est-à-dire 


* 
171? 


f1, 1 ps p:To1, 0; (Pi); 


où © est l’ensemble des nombres quantiques qui ne contiennent pas 
l'impulsion (par exemple, ce peuvent être des variables spinorielles, 
des nombres quantiques discrets caractérisant le mouvement trans- 
versal des électrons dans le champ magnétique, etc.). Pour ce qui 
est des fonctions de corrélation, en vertu du principe d'’affaiblissement 
des corrélations exprimé par (2.4.14), elles ne contiennent qu'une 
seule singularité sous la forme de Ô: Ô,,+.. EURE TE 


Par conséquent, les intégrales apparaissant lors du passage à la 
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limite thermodynamique dans le second terme de (5.1.3), tendent 
vers zéroYpour t — co, alors que les grandeurs 


J= X | pie, c: (p) U3estop Xp it (Ece (P)— Es (P)) 
oc” 
sont, dans le cas général, différentes de zéro pour { —+ co. En effet 
si, par exemple, & (p) est la somme de deux termes, dont l'un ne 
dépend que de p, et l’autre que de 0, & (p) = € (p) + &o, l'intégrale 
sera, dans le cas général, une certaine fonction oscillatoire du temps. 
Par contre, si & (p) ne peut être décomposé en une somme de tels 
termes, alors, pour t —+ co, l'intégrale 7; tendra vers la valeur 


J= X | pa, à (P) Ua. 


La formule (5.1.4) contient de toute évidence ces deux éventua- 
lités si l’on suppose que dans le second cas la grandeur j;,° ne con- 
tient que les termes diagonaux, c’est-à-dire f11 = f101.1. 

Ainsi 


Flu, u*)—— exp {9 fi, qutue"@1" Et), (5.1.5) 
00 11° 


Rappelant (voir (3.1.21)) que la fonctionnelle exp Sfisr u} us 


{1 
correspond à l'opérateur statistique d’un gaz parfait hors d'équi- 
libre (3.1.3), on peut récrire la formule (5.1.5) sous la forme 

D'ufat DT 


Felu, u)——Sppo(er nf jjet et, 
f— 00 
d'où (86, 87] 
SR (5.1.6) 


Où f1,1 —Sppaîra, et 
pt0 (f) —= EXP (Q — à Yisaïta;), 


Sp p® (f)aïeay = f1,1r, Sppo(f)=1. 


Cette relation, qui est une relation ergodique pour le hamilto- 
nien , est asymptotiquement vraie pour {> To, où t est le 
temps de chaotisation, égal en ordre de grandeur à t, — r./v (v étant 
la vitesse moyenne des particules et r, le rayon de corrélation, qui 
détermine les distances pour lesquelles les fonctions de corrélations 
disparaissent). 

Ainsi, on voit que si , est l'opérateur de l'énergie cinétique, 
les opérateurs Va coïncideront avec les opérateurs &G'o@ps’. Les 
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opérateurs fn (x) joueront le rôle des opérateurs Ce (x) (qui sont 
les opérateurs des densités de grandeurs Ÿa) 


Î (2) | dz'e-irr"pt (x—+) Ÿ (x++) . (5.1.7) 


qui correspondent à la fonction de distribution de Wigner. En effet, 
remarquant que 
px)= 7 PT ae, 
?p 
on a 
aa, = | drf, (x). 


(Ici et plus loin dans ce paragraphe nous omettons l'indice discret o.) 
Nous allons maintenant trouver les opérateurs des densités de 


flux, correspondant à l'opérateur f, (x). A cet effet nous allons 
calculer le commutateur [52,, f, (x)]. Comme 


Ho P(x)] = AY (x), 


on 8 
à (SE 0 fo (æ)] mr — | Ere-tre + ELA nds Ÿ (x nu w( ” ++) ° 
En intégrant par parties, on a 
pr 0fp (©) 


io fn (€)] = — ; (5.1.8) 
Compte tenu de la relation (4.2.20) on voit que les opérateurs 
Pr (0) = f, (26) (5.1.9) 


jouent maintenant le rôle des opérateurs des densités de flux. Remar- 
quons qu’à partir de (5.1.8) on a la relation *) 


ET. (x) ei = f(x — 2 «) l (5.1.10) 


M  OÔTk 


On voit que les opérateurs des flux f,1 (x) à un facteur c-numé- 


rique p,/m près coïncident avec les opérateurs des densités A (x). 
Ceci permet de simplifier l'équation intégrale (4.2.55) qui, pour 
le , choisi, décrit l'étape cinétique de l'évolution. 


*) Pour vérifier que (5.1.10) _. vrai, il faut tenir compte de ce que 


et ot /: (x) eo =f, (&) + S : nl HER [. °, [SE 0 Î, (x)] + .]] LUE 


n=i 
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L'équation (4.2.55) contient l'opérateur statistique d'équilibre 
local w qui dans le cas envisagé s'écrit sous la forme 


w(Y,»(x'")) =exp {e— > [ dir" yr(x')fne (æ' }. (5.1.11) 
ue 
En utilisant la formule (5.1.10), on a 
Se (Ye ( ee wo ( Vs (ae + x). (5.112) 
Nous allons maintenant montrer que la relation (4.2.49) reliant 


les forces thermodynamiques Y,, (x) et la fonction de distribution de 
Wigner f, (x)C 


Sp o(f) f(x) = f» (x), (5.1.13) 
dans le cas envisagé peut être transformée comme suit: 
Spw(Yit(x")) fn (x) = fr (x)4 (5.1.14) 


À cet effet nous allons écrire l'équation intégrale (4.2.55) pour l’opé- 
rateur statistique grossier © (f (x’)): 


0 
o(f=w(Y)— | dre 66 {à [Sos w (Y)1+ 


— © 


HV, c(PI+ D Ÿ de Le (oi p}e 8, (5.115) 


LG he + iSpo(p(V, f(x) 


En multipliant cette équation par FA (x) et en prenant la trace, on 
obtient à partir de (5.1.8), (5.1.13) 


fo (æ)— Spu (NP) f(æ)= 
— Pa Ja mx Ur(e+Er)-Spw(r)f(æ+Æ)}. (6146) 


En égalant les termes du même ordre par rapport aux gradients 
dans les deux membres de cette égalité, on obtient finalement la 
formule (5.1.14). (Cette formule garantit l'absence dans (5.1.16) 
de termes séculaires de la théorie des perturbations par rapport aux 
gradients.) La formule (5.1.14) donne Y, (x) et par là même w (Y} 
en tant que fonctionnelle de f, (x), w (Y (x')) = w (f,: (x’}) = 
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= pt® (f,. (x')). Nous allons montrer maintenant que l'équation 
intégrale (5.1.15) peut être transformée comme suit 
0 


c(h=pw (ni [are {iv (pi+ 


Ô ° = 
+ | dr D-Spo(n1V, f(x)l) et, 
p Lt p(s- et 
(5.1.17) 
Remarquons à cet effet qu’à partir de (5.1.12), (5.1.14) on a la rela- 
tion 


Su (fr (me Fe = (fe (a + Er)). 


En dérivant cette relation par rapport à + et en posant + = 0, on 
trouve 


i (Po, w (f)] = i(Z, w (f)], 
où % est un opérateur fonctionnel donné par la formule 


df,, (x) ô 

| , PR 

Z=—ir | Fz— PER 8j, (à) * 
D? 


En utilisant cette formule, nous allons écrire l'équation intégra- 
le (5.1.15) sous la forme 


0 
o(f)=w(f—i : dr e 266 {[V, o(f1—1S, 0 (P)—w(P1+ 


+ > f Pz EE) Spo(f)(V, fr(æ)l}e #20", (5.118) 


Remarquons an que si un certain opérateur B a la structure 
0 


B— | dx eiH+U)4e-itH+U), (5.1.18’) 


où A, U et À sont des opérateurs, on a alors en vertu de (4.3.18) 
0 


B= | dx etH{A—i[U, Bl}e-it. (5.1.18”) 
En posant ici _ 
H=$B5—-TZ, U—=3I, 
=[V, o(f)1—[(2, o(f) —w(f)] + 


+3 [ar -Spo(f IV, À, (), 
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on obtient en utilisant l'équation (5.1.18) 


0 
c(p=w(p—i | are D 17, o(N+ 


+3 [asso GP, À. (m1) 2, 
P 


Puis compte tenu de ce que 


er Q(he =Q(P| w (f)= p°® (f), 


/ n@)-+fp( x +) ’ 


où Q (f) est une fonctionnelle arbitraire de f, (x), on obtient l'équa- 
tion (5.1.17). 

Remarquons que cette équation qui se rapporte aux états non 
homogènes coïncide du point de vue formel avec l'équation (4.2.11) 
pour le cas homogène ; il suffit pour cela de tenir compte de ce que 


pes) = és, (a) 


En d’autres termes, dans le cas non homogène on peut également 
utiliser l’équation intégrale (4.2.11) si pour les paramètres y, on 
prend la fonction de distribution de Wigner ou la matrice de densité 
à une particule f,,: = Sp paÿ-a, qui est liée d’une manière univoque 
à celte fonction (daus ce dernier cas la grandeur à (8, — €,) joue 
le rôle de as). 

5.1.2. Equations cinétiques pour les gaz de bosons et de fermions en 
seconde approximation de la théorie des perturbations. Dans le para- 
graphe précédent, nous avons montré que la matrice de densité 


à une particule à laquelle correspondent les opérateurs f,; — 
— afa;, où à est l'ensemble des nombres quantiques caractérisant 
l'état individuel d’une particule, joue le rôle de paramètres y 
qui décrivent l'état hors d'équilibre d'un système des particules 
à interaction faible. Comme nous l'avons vu, cette description 
apparaît pour { > To. 

I1 s’agit maintenant d'établir la loi qui régit les variations dans 
le temps de la matrice de densité à une particule f;;: [16]. A cet 
effet, nous allons faire appel à l'équation (4.2.15) qui détermine 
la variation dans le temps des paramètres y, dans le cas d’une 
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interaction faible. A l’étape cinétique de l’évolution, cette équation, 
en vertu de (4.2.15), peut s’écrire sous la forme 


Ofx 4 
NUE TUE V TUE SEE 


où 
Li (f)=iSpp® (PIS, aie, Liie(f)=iSpp® (f)[V, aïa;l, 
0 


Li (= — | drerSpp® (n[V (x. 1V, atal+ 


—00 


| : aL1, (f) 
HD eau | n—+0, (5.119) 
1, ?1 


pt (f) étant l'opérateur statistique d’un gaz parfait hors l’équi- 
libre, qui détermine les grandeurs Z.@) (f) : 


i,i” 


po (f}=exp (Q 1-2 Yi, (f)atai}, (5.1.20) 


et Q et Ÿ,;;: en tant que fonctionnelles de f sont données par les. 
formules suivantes 


Sppo(f}=1, Sppo(f)ata= fi, ir 


Comme nous l'avons vu dans le $ 3.1, lors du calcul des valeurs 
moyennes des produits des opérateurs af, a; (le moyennage s'’effec- 
tuant avec l'opérateur statistique p‘° (f)), on peut utiliser les for- 
mules de Vick donnant dans le cas des bosons 


Sp p° (ha; +. Amie... Ame D finie. fm, r 
et dans le cas des fermions 
Sp po? (f) a; ee. anais .. Ams= } (—1)Ÿ fin ee Îm’, Tm ? 


où la sommation s'effectue sur toutes les permutations des indices: 
1,..., m,et @ (dans le cas des fermions) est le nombre de permu- 
tations indispensables pour passer de la distribution des nombres. 
(1, ..., m) à la distribution (r,, .., rm). 

Les grandeurs L(, L®, ... contiennent les valeurs moyennes. 
des commutateurs multiples des opérateurs V (x) et de l'opérateur 
aÿa;y. Pour calculer ces valeurs moyennes, il est commode d'écrire: 
les liaisons entre les opérateurs directement sous le signe des com- 
mutateurs, car dans ce cas on a une simplification notable des cal- 


culs: primo, certaines liaisons n’influent pas sur L* et secundo, 
ce qui est l’essentiel, on obtient directement les combinaisons 
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nécessaires des matrices de densité à une particule caractéristiques 
pour les intégrales des collisions. Aïinsi on a les relations 


Ala’a,, BJC=0, Alataïiasa, B]C=0 
LT] 


PA Mean de la disposition des liaisons entre les opérateurs 
A, B, C. Pour le commutateur double [4, [B, Cllon a 


[A LB, C} = (4, [B,CI] = (A, B, Cl CI] = 0, 
Er 


où [4, dB, Ce signifie que tous les opérateurs . et a de À et B 


sont seulement. liés entre eux et aucun des opérateurs a* ou a de À 
et B n’est lié aux opérateurs de C. 
En utilisant les relations 


Spp® (f)aia=a;a = f2,1, 
= 
Sp p0 (f) aa) = azai = Ôi,2 + fe, 1, 


vraies pour les bosons, il est facile de voir qu'on a les formules 
[as, AS B] = {(61, 2 + fa, 2) — f1, 2} AB = O1, 24B, 


(5.1.21) 


(5.1.22) 
[aïas, Aaï:Bas] = {fa-, 2 (O1, 1 + f1, 1°) — 4, 1° (O2, 2° + for 2)} AB, 


! ! 


| | 
sh ds dE SE da Æ 


= {f3°, 1 (Ô1-, 2 + fa, 1) (02°, 3 + fs, 2°) — 
— (01, 3 + f3-, 1) fe, 1°f3, 2} ABCD, 


(aïaïasas, Aaï Bas Cas Dai’ E]— 


= {far 1far, 2 (Os, 1° + fa, 17) (x, 2° + fa, 2°) — 
— (037, 1 + fa, 1) (Our, 2 + far, 2) fs, 1°f1, 2} ABCDE, 


où À, B, C, D, E sont des opérateurs arbitraires. Dans le cas des 
fermions il faut remplacer dans ces formules Ô,,9 + f1,2 par Oro —- 
— f1,, Car pour les fermions les liaisons sont données par les rela- 
tions 


Sppo(faia=aia;+fis Spp® (f) cet = 20 = On, 1 — fa, 1° 
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Nous allons passer au calcul des grandeurs Z%, Z{b, L®, 


La grandeur £$71, () = £, (f) est donnée, en vertu?de (5.1.1), 
par la formule 


2 (1) = Sp p® (f) 2 es[aÿas, aÿail, 


d'où en calculant le commutateur on a 


LV 2 (1) = È(E2— E1) f4, 2. (5.1.23) 


Puis nous allons calculer la grandeur Z'”.. En vertu de (5.1.2) 
et (5.1.19) on a | 


1,2 = D) d(1',2’;:3,4')[atatasas, aïai]. 
1°2°3°4° 
Dans le cas des bosons © (1, 2; 3, 4) = ® (1, 2; 4, 3) — 
= O (2, 1; 3, 4). Tenant compte de cette propriété de symétrie 
et remarquant que [V, aïa,;l] = 0, on obtient 


| 
LP: (f) = _— D O(1’, 9'- SA &").4 [af aiaz a,r, a5a;|, 
1°2’3"4° 
d'où en vertu de (5.1.21) 
LP D ®(1", 2: 3", 4") fa, ae (fa, 202, à — 


1°2°3°4? 


— fr, 201,2"). (5.1.24 
En introduisant les disais 


et. 2 = E404, 29 ef 2 = 72 > O (1, 1”; 2”; 2) fo, 1” (5.1.25) 
12 
et en considérant Z£,°.,, LiV.,, e°,, e*, comme des éléments 


matriciels des matrices à une particule Æ£(®, Z, e(®, eh, on 
peut écrire les formules (5.1.23), (5.1.24) sous la forme 

LO— œi(e0,f], LH—=—ifet, f]. (5.1.26) 
Les mêmes formules sont vraies pour les fermions. 

Nous allons ensuite trouver ZL*,. En remarquant que 
dE tae- 1 gje-tt, on peut,] en vertu de (5.1.2), écrire V (+) 
sous la forme 

V(=- ID D. (1,82; 3, 4) atasasas, (5.1.27) 
1234 

D, (1, 2; 3, 4) = © (1, 2; 3, 4)expit (es + 8e — Es — €). 

En tenant compte de la propriété de symétrie de l'amplitude 
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O (1, 2;, 3, 4), on met des liaisons sous le signe du commutateur 
double et en utilisant les formules (5.1.2), (5.1.27), on obtient 
Sp D? (f) [ (t), [, azai]] = À), 1 + Àî, 23 
où 
1 n ñ ” n / ’ ’ ’ 
A2, = ges L: >. D,(1”,2":3",490(1,2:3",4)x 


1 974" 172°3"27 


x {16 [ai-a5-as-asr, [af-a2azas, aïai]] + 


+ 8[aïi-ai-as-asr, [aï-añ ass, a5@i]] + 


+8 [aï-ai-as-air, [aï'aÿ asras, aïai]}}, 


d’où 
digg D Di Del”, 2: 3,4)0(1,2; 3", 4) x 
71723874" 1"2*3"4" 
X {2f3, 1/37, 1-02, 1 (fur, 204", 2 — far, 2-0”, 2) + 
+ fau (fsr, 2-Our, 17 — far, 1703’ ,p2) (F1, 2" O2, à — far, 201, 2°) + 
+ Os 2 far, 17 fa, 2 (O1, 37 + far, 1°) (Our, 2° + far, 2°) — 
— farnofar, 1° (Ô3-.p1" + far, 17) (O4, 27 fa, 2-)]}.  (5.1.28) 


Pour trouver L£”2, il faut préalablement calculer 
ri = Sp p® (PV (r), aim]. 
34 
En utilisant (5.1.24) et en remarquant que 
Spp® (f)[V (Tr), aa] = 
= D, D:(1”, 2”; 3”, 4") far, 1° (fa, 2rÔs, à — far, 304, 2-), 


1"2%3%74" 
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«1 
1 


5 S 2 Sp po (f)[V (x), aie] = 
… Ofa.s p , 23% 


= D D 04,2:3,4)x 
1'2/3/47 1"2"3"4" 
X De(1”, 2”; 3”, 4") {62, 4 far, 1°f ar, 17 (F1, 202, à — far, 2:01, 2) + 
+ Oo, 4f1, 2'f ar, 17 (far, 201, à — fur, 103, 2+) — 
— Vi, 2-far, 1f 3, 17 (fur, 2-02, à — far, 2057, 2°) — 
— Ô1,2-fur, 2 far, 1-(f3°, 2017, se — fur, 1037, 2-)}. 


En substituant cette expression ainsi que (5.1.28) dans l'expres- 
sion (5.1.19) pour Z*”, (f) et en remarquant que 


0 
| dreitx tnt = (ix tn) 1 PTS nô_ (x), 


—o 


on obtient [16] 


La (= S  Y ®6(4,2":3,4)0(1,2 ;:3,4)x 
1°2°3°4° 17273747 


X Ô_ (gr + Ep — Ege — Eye) {far, 2-37, 1° (O3, 1° + far, 17) (O1, 2 + 


+ fa, 27) — far, 1-f1, 27 (O1, 37 + far, 1°) (Our, 2° + fur 2° )} Our, 2+c. h. 

(5.1.29) 

Dans le cas des fermions la grandeur Z*?, (f) est donnée par 

une formule analogue : il suffit dans (5.1.29) de substituer 6, — 
— f1,, au lieu de Ô19 + f1,2- 

Ainsi, l'équation cinétique pour la matrice de densité à une 

particule, aux termes proportionnels à V? près, peut s'écrire comme 


Lite, fi= Le (f), (5.1.30) 
où 
2 Eôs,2 +97 2, D(1,1:2", 2) fa, 1 
et L°”, est donné par la formule (5.1.29). 


Soulignons que le premier membre de cette équation (ou, comme 
on dit, la partie cinétique) contient non pas l'énergie d’une quasi- 
particule &;, mais la grandeur &; > qui dépend tant de l'interaction 
que de la fonction de distribution. Cette grandeur qui est l'énergie 
modifiée des quasi-particules, tient compte des effets du champ 
self-consistent. 
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L'équation (5.1.30) est générale, elle est vraie tant dans le cas 
homogène que dans le cas non homogène, les particules pouvant 
se trouver dans un champ extérieur. (Celui-ci donne l’ensemble des 
nombres quantiques à qui caractérisent l’état individuel d'une parti- 
cule et son énergie e;; par exemple, dans le cas d'un champ magné- 
tique homogène, l’état d’une particule chargée peut être caractérisée 
par la projection de l'impulsion le long du champ, par un nombre 
entier non négatif rx donnant l'énergie du mouvement transversal 
d’une particule et par un paramètre continu donnant la position 
du centre de l’orbite de Larmor.) 

Nous allons envisager plus en détail le cas où l’état individuel 
d’une particule est caractérisé par une seule impulsion p. Dans ce 
cas, il est commode de passer de la matrice de densité à une particule 
f»., à la fonction de distribution de Wigner f, (x). En vertu de 
(5.1.7), on a 


PORN SE 


k k - 


Dans le cas homogène, la grandeur fi k ,,.k Sera égale à f,Ô&.0- 
C'est pourquoi cette grandeur dans le cas d'une inhomogénéité 
faible aura un maximum très net pour k = 0. 

Soulignons que la grandeur f, (x) étant finie pour Ÿ'—> oo, 
le produit 7”"f,,, sera également fini pour 7’ —- œ (dans le cas 
homogène 7° (2x) *f,.n — f,0 (D — p')). 

En introduisant la désignation 


Ep (x) Te » re F p+# 
k 


ikr 
= | Phe-irre k,,%s (64:31) 


il est facile de voir, qu'on a la relation 


ar | dheikrte, fl RS 


D ar 


= | Skdip' dix ds'e-ite{e, PAT C2E 


5 DE 

postes (ce (or) (Er) )= 
N- (o+»°+ 5K) (x) Ê (»+»°- 34) (x) À 

Kexp(—is(p—5-p)+is(p +5 —p))} 


16—-0393 
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Dans le cas d’une inhomogénéité faible, on peut développer 
. &) en série suivant les puissances de x’ — zx, et 


Î: Pa ne (x”) en série suivant les puissances de x” — x. Aux 
termes Las 2/0 par rapport au gradient de la fonction de distri- 
bution de Wigner f, (x) près, on obtient 

| dSke—4Kk=le, fl, dE, (x) 0f, (2) dE, (x) of, (x) 


TR _ =. p+ 7 op 0x = op 


C'est pourquoi l'équation (5.1.30) peut s’écrire sous la forme 


of,(z)  ©,(x) ôf,(æ)  de,(x) f,, (x) 


D dr. Pr 
ot us op 0x ox op Li (æ; f), 


LP (es = | hein Le La (P). 


rn + + 
Il est facile de voir que dans le cas homogène lorsque jf, , = 
= f,Ôn, », la grandeur L}’(x; f) est donnée par la formule 


LP(z; P=lP(}=sr D 10(12; 3, 4)20(e+e—Ee—e:)X 
1234 


X ôp. 4 {file (1 + fa) (1 + fi) — ff (1 + fs) (1 + f2)} (5-1.32) 


(nous avons tenu compte de ce que Re ô_ (x) = 6 (x)). On a une 
formule analogue pour les fermions, il suffit alors de remplacer la 
grandeur 1 —+ par 1 — f. 

Dans le cas d'états faiblement non homogènes, on peut égale- 
ment développer la grandeur L'? (z; f) suivant les gradients de 
f, (x). Le terme d'ordre zéro dans ce développement est donné par 
la formule (5.1.32) où il suffit de remplacer f, par f, (x): 


Li (x; f=LF(f(@)+ 


Ainsi, dans le cas d'une hétérogénéité petite et d’une interaction 
faible la fonction de distribution de Wigner satisfait à l'équation 
cinétique 

af, de, of, dE, 9f, ro  . 
ob op de de op PU) (5:1.33) 

La partie cinématique de cette équation aura du point de vue 
formel la même forme que le terme cinématique de l'équation ciné- 
tique classique, si par e, (x) on entend le hamiltonien de la parti- 
cule ou de la quasi-particule. Quant à l'intégrale des collisions 
L®} (f), elle diffère notablement de l'intégrale classique des colli- 
sions, Car dans les transitions quantiques, dont le terme L'* tient 
compte, apparaît le caractère de la statistique des particules. 
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Soulignons qu’on ne peut utiliser l'équation (5.1.33) que dans 
le cas où les dimensions caractéristiques des hétérogénéités spatiales 
sont grandes tant par rapport au rayon d'interaction r, que par 
rapport à la longueur d'onde de de Broglie de la particule x — 
— him. 

Pour conclure ce paragraphe, nous allons formuler le théorème H 
de Boltzmann. Considérons, pour fixer les idées, le cas des bosons. 


La densité de l’entropie d’un gaz parfait de bosons est donnée par 
la formule (3.1.8): 


s(z)=7" Z{4 + fe (©) In (4 + fn (T))— fn (&) In f, (æ)}. 


En dérivant cette expression par rapport au temps et en utilisant 
l'équation cinétique (5.1.33), on obtient: 


s (x) + div 8 (x) = q (x), (5.1.34) 


où 8 (x) est la densité du flux d'’entropie 


(DT D A+) In (A+ f)— foin fo}, (5.1.35) 


et qg (x) est la densité des sources d’entropie 
- : G) 
g(@=7 3 LP () SE = 
1 


= » [D (1, 2; 3, 4)|70 (ee —es—e;) X 


1234 


(1 f3) (1 + fa) fife 
X {fifa (1 + fa) (1 + fe) — ff (1 + fs) (À -L f2)} In TRACE AT ESAÉ 


(5.1.36) 


En remarquant que (x — y)in — > 0 pour x>0, y=>0, on 


TI 
y 
a qg(x) > 0, c’est-à-dire \dÿzxs (x) > 0. Cette relation n'est rien 


d'autre que le théorème # de Boltzmann. 

5.1.3. Son nul. Nous allons montrer en utilisant l'équation cinétique (5.1.33) 
que dans un gaz dégénéré de fermions peuvent se propager des oscillations parti- 
culières appelées son nul. Remarquons que l'intégrale des collisions L® s’annule 
pour une distribution de Fermi d'équilibre n,, et considérons une distribution 
des particules différant peu de ns à savoir f; = n,+0f, où | Ôf,, | & n. Dans 
ce cas l'équation (5.1.33) peut s’écrire comme suit: 


D Lx PROS pp NW p CS p ” 
+ 


2 
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me 


den TN + se RE 
où v — (5=).0 indice 0 désignant l'état d'équilibre). Nous allons trouver la 


correction à apporter à la fonction de distribution 6f, sous La forme 


ôn 
ôf,,— 7e ge AAA), 


ôn,, _ 


La température du gaz sera supposée suffisamment basse, de sorte que 


= —Ô(s, — er) (eF est l'énergie de Fermi limite). L'intégrale des collisions 
étant égale en ordre de grandeur —1-16f,, où + est le temps de relaxation de la 


fonction de distribution, on pour négliger l'intégrale des collisions dans l’équa- 
tion (5.1.37) lorsque l'inégalité wt D 1 est vérifiée : 


fe) 
(ko—o) 8, + ko Dr ( TE | ô (e, — Ep) 8p° =(. (5.1.38) 
»?° à 


La valeur absolue de la vitesse v coïncide ici avec la vitesse de Fermi &k, | VŸ | = 
= vr, Car la grandeur 6f,, est proportionnelle à ô (e, — er). Pour plus de sim- 


de 
FT ) = O (p, p'; p, p') ma À (p) ne dépend 
pas de l’angle entre p et p’. La solution de cette équation sera alors de la forme 


ko 
Ep ko—o 


plicité, nous allons supposer que ( £ 
a, 


où a est une constante. En substituant cette expression dans (5.1.38), on obtient 
l'équation suivante 


w w + À n— _ O (PF) PF 
ln 4 —1—®0; , Dr — (5.1.39) 


. Cette équation reliant la pulsation w et le 


qui détermine la grandeur w — 


vecteur d'onde # n’a une solution que si ®, > 0. Pour ®,— 0, la loi de disper- 
sion s'écrit © = kvp. 

Ainsi on obtient des oscillations non amorties avec une loi de dispersion 
linéaire, la vitesse de propagation des oscillations étant égale à v-. Ces oscilla- 
tions sont appelées son nul. 

En vertu de l'hypothèse de Landau, dans un liquide de Fermi, c'est-à-dire 
dans un système de fermions à interaction forte. le spectre des quasi-particules 
sera du même type que dans le cas d’un gaz parfait. C est pourquoi on peut sup- 
poser que l'équation de dispersion (5.1.39) pour un son nul, que nous avons obte- 
nue pour un gaz de fermions faiblement non parafait, sera vérifiée également pour 
un liquide de Fermi *). 

Remarquons que dans le domaine des fréquences telles que wt < 1, dans un 
) [2 


gar de fermions se propage un son ordinaire dont la vitesse est égale à c — ( 3 


8 


*) Les oscillations d'un gaz de Fermiontété étudiées par Goldman [49] 
dans le cas d’un gaz d'électrons à interaction coulombienne entre les particules. 
Un gaz de particules non chargées a été étudié par Klimontovitch et Siline 
dans (67] et par Siline dans [105]. La théorie générale des oscillations d'un liqui- 
1e de Fermi Fo le domaine des températures basses a été élaborée par Lan- 

au [73, 74]. 
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où p est la pression, p la densité de la masse (voir chapitre 6). Pour un gaz parfait 
| mivé, m 
dégénéré de Fermi on a p se PP 3 


5.1.4. Intégrale des collisions en troisième approximation de la théorie 
des perturbations. Dans le paragraphe 5.1.2 nous avons obtenu l'intégrale des 
collisions pour un gaz de bosons et de fermions en seconde approximation de la 
théorie des perturbations. Cette intégrale des collisions contient la probabilité 
2al[D (1, 2: 3, 4) | 26 (e1 + €2 — Es — +4) et une certaine combinaison des 
fonctions de distribution tenant compte des processus directs et inverses. En 
égalant à zéro l'intégrale des collisions, on obtient pour solution stationnaire 
de l’équation cinétique la fonction de distribution des bosons libres 


et par conséquent c = cF/Y/ 3. 


ET CRE | ne 


ou des fermions libres 


B(&,,- pu) 
0) — D 
n, =(e 


+1), 


où €, est l'énergie des particules libres d'impulsion p. 

Entre temps, comme nous l'avons vu dans 3.1.2, ces formules donnent les 
fonctions de distribution à l'équilibre seulement en approximation zéro de la 
théorie des perturbations, et l’interaction modifie ces distributions. Pour décrire 
la relaxation de la fonction de distribution hors d'équilibre vers la fonction de 
distribution à l'équilibre modifiée, il y a lieu de tenir compte des termes suivants 
du développement de l'intégrale des collisions en série suivant les puissances du 
hamiltonien de l’interaction. Dans ce paragraphe nous allons calculer l’a post 
du troisième ordre Li3) (f) à l'intégrale des collisions L, (f), de plus nous a ons 


considérer le cas spatialement homogène et supposer que l’état individuel d’une 
particule est caracterisé par la seule impulsion. Nous nous bornerons au calcul 
de L‘# pour les bosons. L'équalion intégrale (5.1.17) se simplifie alors et s'écrit 


comme 


rot 


0 
G (= p9 (P—i | dte' {1v, o(p1— 


mi 5 7 + (n}e et, n—>+0, (5.140) 
e 


où 
L,(=1Spo(f)1V, aja,l 


(nous avons tenu compte de ce que [%, a a,) = 0 et que, par conséquent, 
a, p — 0). Cette grandeur donne l'évolution de la fonction de distribution à une 
particule 


ôj 
ar — LU) 


et n'est rien d'autre que que des collisions compte tenu des approxima- 
tions d ordre supérieur de la théorie des perturbations. 
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À partir de l'équation intégrale (5.1.40) il s'ensuit que le développement de 
l'opérateur statistique © (f) en série suivant l'interaction est de la forme 


o(N= 00(f)+ 00 (+0 (N+..., 


(0 (f)— p«® (F), 
0 


our (= 4 À drent1v (r), pee (1, (5.1.41) 


0 0 
ge (f) = — | dt en | de” eme [[peo (f), V(T+")], V(TI+ 


ap® (N) 
DATES 
2 190 7 } 


p° 
La grandeur L(?? (f) = iSp ot (f) [V, aa, ] qui est l'intégrale des colli- 
sions en seconde approximation de la théorie des perturbations a été calculée 
dans 5.1.2. (Remarquons que L'} (N) = £',) () = 0.) Connaissant of on peut 
trouver l'intégrale des collisions en troisième approximation de la théorie des 
perturbations: à savoir 
LP (N=iSpo® (f)[V, aïa,]. 


Comme {[aïa,,, 0p(® (f)/0f,.]—0, on a Sp{l, aÿa,]op(® (f)'4f,, —0 et, par 
conséquent, en vertu de (5.1.41) on a 
0 0 

Le (p=—i (acer | are Sppo (iv + ri. 

— © — 00 

[V (x), IF, aÿa,ll. (5.1.42) 

Dans cette formule le moyennage s'effectue avec l'opérateur statistique 

pt9) (f) d’un gaz pus hors d'équilibre. C’est pouraues lors du calcul de la trace, 

on peut utiliser les règles de Vick. Dans le cas homogène que nous avons envisagé 


on voit apparaître des simplifications dues à ce que les liaisons entre les opéra- 
teurs dans F (t + +’) et dans 


LV, ja = D (1,2; 3, 4)ataÿasas (8, , + 
1234 
+63, p 02, p 01, »n)=V, 


n'influent pas sur L{?? (f). En effet, tenant compte de la liaison entre les opéra- 

teurs a* et a, à l’intérieur de V (t + 1’), on obtient une expression de la forme 
D Dour (23 3, 4) Sppt® (9) lafaasas, IV (t), V,1]=Q@. (5.143) 
1234 CE 

Vu que afaz = fiô1,s et ® (1, 2, 3, 4) — 6, pytp, 00 à P2 — Pa- Compte 


tenu de ce que [pt® (f), aa] — 0, on obtient Q = 0. Ainsi, tous les opéra- 
teurs a*et a de V (t + +’) dans l'expression (5.1.43) ne doivent être liés qu'aux 
opérateurs a* et a de [V (x), LME 
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Considérons ensuite la grandeur V,.. Si l’on tient compte de la liaison entre 
les opérateurs aÿafasa, à l’intérieur de V,, on voit apparaître des produits de 
symboles de Rooneckét du type Ü:,3 Bei. par conséquent, la grandeur 6, ST 
+ 03, — 6», — 61, annule. Compte tenu de ces simplifications et vu la sy- 


P 
métrie de l’ amplitude ® (1, 2; 3, 4), on obtient l'expression suivante pour la 
trace qui entre dans L® (f) : 


Spp® (PLV (x+7), LV (), V,N= = _— D Dre (1 2°: 3”, 47) x 
XDe(1, 2°: 3,4) (1.2: 3, 4) (64 , +63 ,—62, »— 61, p) X 


X {8 [af-a5.as.as., [af,ai.agas., afasasas|] + 


+8 [af.a5.23.4,., [af.ah.a,.a,,, afaïasas]] + 


| 


+ 64 [af.aÿ.a.a,., [aï,añ,a,,a,,, afaïasas]] + 


| | | 
D et 
| Ve 


+ 32 [aÿ.as Le. [aï,ai.a;. a, ’, aja aÿasas]] + 


+32 [af.ai.as.as., [aï,ai,a3,a,,, afasasaa]]} (5.1.44) 


| — 
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En substituant cette expression dans (5.1.42) et en utilisant (5.1.21), on ob- 
tient après intégration sur + et Tt’ 


LE (P=E + LE, D+LS 
où 
LH D = D D OU. 2: 8, 4)D(8, 4; 1°, 2)©(4, 2; 1,2) x 
1234 1°2° 
X (4, ph F3, p— 09, p — 01, p) 10 (E3+ Es — Eye —Ene) Ô_ (Es + Es —E1 —E2) X 
X (A+ f1+ fe) alor (A+ fs) (A+ fa) —fafa (A+ 2) (A+ fo)} + 0.0. +), (51.45) 
Lah= ES D 0(,2:3,40(8, 1°:2,2)0(2, 4: 1, 1)X 
1234 1°2° 
X (6, p + $3. p— Vo. pi, ») Ô_(Ej, +Eg— Enr — Ex) Ô_ (Eyes HE — 22) X 
X (fifa) Usfse (+ fe) + fo) — fafor À + fs) (A+ f1)}, 
LD Dee D DIU, 2; 8, 4)/2D(4°, 2; 1°, 2)f1. x 
1234 1° 
X (ô4, p +03, p—00, p—01, p) (02 (E1+E2—E3 — 4) — 
— Ô2 (Es He3—E€1 —E2)} {fsfs (1 + 1) (1 + f2) — 
— fifa (+ fs) (+ /3)} 


(les deux premières lignes dans (5.1.44) correspondent à L/2’, la troisième ligne 
correspond à L}Y et la quatrième et la cinquième correspondent à LE). 


Les expressions de L{, et Li} peuvent être transformées de telle sorte que 


la parenthèse cinétique fife (1 + fs) (1+f4) — fala (1 + f1) (1 + f2) contien- 
dra non pas la fonction ô_(e8,<+ £e — €3 — €,), mais la fonction à (e, + 8: — 
—€3 — €4). Nousallons :ommencer par Li. La parenthèse cinétique aupres du 


acteur (ô,,+6,2) s'écrira comme 
++ fifa + fs) (+ fa) — fals AH fs) + foe)} = 
= (+ fs + fe) iles (+ fn) AH fa) — file À + fa) A+ f2)} + 
++ fi + fo) fe A+ f5) À + fa) — fsfa + h) (1 + f2)}, 


celle auprès du facteur, (6, 3+6,,,) sera laissée inchangée. La grandeur L'3 


se décomposera alorsen un produit de trois facteurs (et de leurs conjugués com- 
plexes). Après changement de l'indice de sommation, on obtient 


h 
po D D @(,2:3,90(8,4;4,2)@(1,2;4, 2x 
1234 172? 


X (ô,, p F3, p) (+ fi + for) (af s (1 + f1) (1+ fe) — fifs (1+ f3) (1+ f3)} X 
X {0- (81H Er — Es —284) Ô- (Er Es. —E3— 24) + 
+ Ô_ (Ej,+Eo, —81— Es) Ô_ (E,, + Eo, —E3— 24) + 
+ 0 (8: HE —E1 —E2) Ô_ (Es + Es —E1 —22)} + cc 


*) Ici et plus loin c.c. désigne conjuguë complexe. 
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Remarquant ensuite que 
5(z+y)16-(z)+6-(p)]=6-(2)6-(v), 6-(z)-+Ô-(—z)=28(7), (5.1.46) 


on a 


LA = __ D D D(1,2:3,4)0(3,4;:1',2)x 
1234 1/2 
x D(1”,2";:1,2) (6, , +63 p) X 
X (1+ fie + for) {fafs (+ F1) (+ fa) — fifa (+ fs) (+ fa)} X 
X Ê(E1+E2—Ea—24) Ô_ (Ep. HE —Es—28s) +c.c. 


Nous allons maintenant transformer L ;*”. A cet effet nous allons décomposer 
la parenthèse cinétique aupres de Ô,,, et de —6, , en deux termes, soit 


Gi — a) ie fs (+2) (À + fo) — fafor A+ fi) 1 + f3)} = 
= (fi — fo) Üifa À +fs) À + fa) — fafaQ + fn) À + fe)} + 
+ (a — fs) (fafos À +) (+) — fifae À + Po) À + foe)}- 


La parenthèse cinétique auprès des facteurs 6, p€t —03.,, sera laissée inchangée. 
En décomposant ainsi Li} en une somme de six termes avec les facteurs ô,., 
Oo p9 ee Sir et en changeant les indices de sommation, on obtient: 


LD = = D D D(41,2:3,4)D(2, 3; 1, 1)@ (4, 1’; 2,2)X 
123% 172 
x ô, p Vor— fs) Hits (+ fs) (A+ fa) — fsfa (+ fa) (+ f2)} X 
X {6 (80, +3 —e1.—es) Ô- (Es+ ea — 1 —E2) + 
+ Ô_ (Es Es, —Ey— 284) Ô_ (Es + Es —E,—E8,,)+ 
+ ô_ (es, + Ex — Es —E4) ô_ (Ea + En — €, — 24)} + c.c. 
Puis, en RE les formules (5.1.46), on a 
Li — T- D D D4(41,2; 8, 40(2’,3: 1, 1x 
1234 1°2° 
X®(4, 1”; 2, 2°) ô,. pUor— fe) X (fifa (+ fa) + fa) —fsfs (+) (1--fa)} X 
X Ô (E1-+E2— 5 — 24) Ô- (Es + EE —E1— 84.) + cc. 
Enfin, on passe à la transformation de L%. Remarquons que 62 (r) — - Ô2 (zx) 
et, par conséquent, 
62 (z) — Or) = 2 (x), 
on a en vertu de (5.1.45) 
Lo D D 1D(,2: 3, 41F@(1", 2: 1°, 2) fe X 
1234 1’ 
X (6. » T Ô3. ps. 7 Ô1, 5) {fafa (1 +1) (1+ fe) — 
— fifa (+ fs) (1 4- fa)} Ÿ (En + Ea —E1 — 2). 
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Les expressions obtenues pour Len L;;}, Le et L'? permettent d'écrire 
l'intégrale des collisions L,, aux termes en troisième approximation près inclus 


sous la forme suivante *) 


L,N = D 164,2: 4/84 , {file (A+ fs) A+ fa) — 
1234 
— sta (A+ H1) (4 +/2)} 8 (is — Es — Es), (5.147) 
ou 
(1,2: 8, 4 = (1, 2; 3, 4)— 

D D D(,2:1,2)©(4, 2"; 3, 4)X 


1727 


X (1+ fie + far) Ô (Es + Es —Eg, — En.) — 


+ D 0(4,1:3,2)0(2, 2; 4,1) x 


CDI 
1°2 


X (fie — for) Ô_ (E1H+Eç, —E3—Es), 
tit F1 NO (1, 2; 1, 2) fe. 


(Dans le développement du produit | ® (1, 2; 3, 4) | ® ô (etes — es — &,) en 
série suivant les puissances de l'interaction on ne doit laisser que les termes du 
second et du troisième ordre, les termes d'ordre plus élevé doivent être négligés.) 

La formule (5.1.47) admet une interprétation physique simple. On voit que 
dans (5.1.47) on a la même parenthèse cinétique que dans la formule (5.1.32) 
pour L‘?. Par contre, lorsqu'on tient compte de l'interaction, l'amplitude 


® (1,2; 3,4) est remplacée par l’amplitude modifiée ® (1,2: 3,4),et l'énergie de 
la particule libre &, est remplacée par l'énergie modifiée #,. Comme nous l'avons 
déjà noté, cette énergie tient compte des effets du champ self-consistent et par 
là même elle dépend de la fonction de distribution f,. L'amplitude modifiée 
® (1, 2; 3, 4) dépend également de la fonction de distribution fe et pour 1; =, 0 
nous obtenons une formule bien connue de la mécanique quantique donnant 


l'amplitude de la dispersion en seconde approximation de la théorie des pertur- 
bations. 


En égalant à zéro l'intégrale des collisions L'? + L;, on trouve la fonction 


de distribution à l'équilibre nr, compte tenu des termes proportionnels à V, soit 
n,=n9 —f$fn} (1+n0) D D(p, p'; p, p'}r®!. (5.1.48) 


P 


D'une manière analogue, on peut envisager un gaz de fermions. 

9.1.5. Entropie d’un gaz faiblement non parfait. Dans le para- 
graphe 3.1.1 nous avons donné la définition de l’entropie d’un gaz 
parfait hors d'équilibre 


so (f) = | —— Spt9 (f) In pt (?), (5.1.49) 


*) La formule (5.1.47) a été obtenue par Bogolioubov et Gourov dans [26]. 
La quatrième approximation {où l'on voit apparaître pour la première fois les 
cffets liés aux collisions ternaires a été etudiee dans [16]. 
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où p® (f) est l'opérateur statistique d’un gaz non parfait hors 
d'équilibre, qui dans le cas des bosons est déterminé par la for- 
mule (2.4.29) 


p(0) (f) exp { — > In (1 + f,) — > a'ailn —}, (5.1.50) 
1 ! 


1 


ce qui donne la définition « combinatoire » bien connue de l’entropie. 

Si le gaz n’est pas parfait, la formule (5.1.49) ne donne pas 
l’entropie du gaz. En particulier, on peut le voir en prenant la 
définition générale de l’entropie d'équilibre d’un système non 
parfait 


Ség = —Sp w In w, 
et de la fonction de distribution d'équilibre à une particule 
ñn, = Sp w a’a;, 


(& étant la distribution de Gibbs (3.1.1) tenant compte de l’inter- 
action entre’ les particules). Dans ce cas la grandeur s'” (Sp wa*a) 
ne coincidera pas avec la grandeur 544, la différence entre ces gran- 
deurs apparaîtra dans les termes du second ordre par rapport à l'in- 
teraction V. C’est pourquoi, il y a lieu de donner une définition de 
l’entropie d'un gaz non parfait hors d'équilibre. 

I] pourrait sembler qu'après avoir trouvé à l’aide de l'équation 
intégrale (5.1.40) le développement de l'opérateur statistique gros- 
sier en série suivant les puissances de l'interaction, il suffit d’utili- 
ser la définition de l’entropie donnée par von Neumann (2.1.34), 
en y substituant au lieu de p l’opérateur statistique grossier © (f). 
Cependant, une telle définition de l’entropie d'un gaz non parfait 
hors d'équilibre ne sera pas correcte, car différents termes du déve- 
loppement de l’entropie de von Neumann pour l'opérateur statisti- 
que grossier contiendront des intégrales divergentes. C'est pourquoi 
il y a lieu de modifier cette définition. Pour comprendre quelle doit 
être cette modification, il faut avant tout trouver le caractère des 
divergences mentionnées dans l'expression de l’entropie de von 


Neumann s (f) correspondant à l'opérateur statistique grossier © (f) 
s(N} = —Spo (f)lino (f). 


Le développement de l'opérateur statistique grossier aux termes 
de l’ordre de V* près est de la forme 


6 4) = p° O) +o® () +... 
où en vertu de (5.1.41) 
0 


an (fi | dren[p(f, V (HI n++0. 


— © 
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Comme dans la définition de l’entropie de von Neumann figure 
In © (f), il y a lieu de trouver le développement de In © (f) en série 
suivant les puissances du hamiltonien de l’interaction V. Remarquons 
à cet effet qu'on a la formule 


In p= Qu { 


= —p z—1 


— 0 


(car les valeurs propres de l'opérateur p sont positives). La théorie 
des perturbations pour la résolvante (z — o)-! de l'opérateur © 
peut être basée sur la formule 

(Got = (5 — po) (2 — pi0))-t (0— pi0) (2 — 0)" 1. 
En vertu de ces formules on a 


Ino=Iinp@+(ino}X+ ..., 
où 
0 
(In o)) — Î dz (2— pt0))"t tt) (z— pt0))1. 


En y substituant l’équation (5.1.41) pour o‘!° et en tenant compte 
de ce que 


0 
| dz(z— pt) 1[p00, V (t)](2—pt%) 1 — [In p0), V (t)], 


on trouve 
0 
(in o}9=i | drent [In p@(f), V (x)I. 
En remarquant que In ((1 + f,})/f,) = 6s'® (f)/0f, et en utilisant 
l'expression (5.1.50) pour l'opérateur statistique p‘® (f), on obtient 


os! 0 


0 
(noX=—; 5 EE | drem[a*a,, V(t)l. (5.151) 
{ — 00 


Nous allons passer maintenant au calcul de l’entropie de von Neu- 
mann pour l'opérateur statistique © (f) compte tenu des termes du 
premier et du second ordre. 

À première vue, on pourrait croire qu'il est nécessaire de con- 
naître © et 1n © aux termes du second ordre près. Nous allons montrer 
cependant qu'il suffit de connaître les grandeurs 0‘! et (In co). 
Remarquons que si À caractérise l'intensité de l’interaction, à partir 
des formules 
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Spo () =1, Spo (In p® 0) = —s° (f 
(nous avons tenu compte de Sp © (f) afa; = f:), on obtient la rela- 
tion 


= — Sp a. (in o()— In pp}. 


C'est pourquoi, en y substituant le développement de s (f) en série 
suivant les puissances de l'interaction 


s (= 2 5% (1) 


on obtient 


sO(f=s2(f),  s0(=0, 
R—1 
50 (p=— 3 Spot (Ino}*-0, k=2, 3, ..., 
[mi 
d'où 
5@(f}= —+ Sp ot) (In oY. (5.1.52) 


Ainsi s® ne contient que les termes du premier ordre du développe- 
ment de © et de In o par rapport à l'interaction. 

En utilisant les expressions (5.1.41), (5.1.51) pour 0‘? et (In o)‘, 
on obtient 


0 
dr, | drenttitt) p(ti—Tt; f), (5.1.53) 
où 

9s(9) 


pr =D D qu (rip), 
{ 


1 


pit; f)=Spp®(f)[V (T), [V, afaill. 


Lors du calcul de la trace figurant ici, tout comme lors du calcul 
des intégrales des collisions, on peut utiliser les règles de Vick 
(voir paragraphe 5.1.2). Compte tenu de la propriété de symétrie 
de l’amplitude @ (1, 2; 3, 4), on a en vertu de (5.1.2), (5.1.27), 


1 ? ? «>? ’ 
(Ti = D >, Dd.(41,2:3,4)x 
122-372" 1°2-3"4" 
XD(1”, 2°; 3”, 4°) (03-. 1 + Our, 1 — Os, 1 — O2”, 1) X 
| — | 
X 4[aï-a5 az-asr, aï-a5-as-ai-]; 
Cn” 
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d’où 
mt f=r D) 1047, 2:3,4)2%x 
1°2°3"4 
X EXpiT (Es + Es — Es" — es) (O1, 1° + O1, 2° — O1, 3 — O1, »°) X 
X {fifa (+ fs) (+ fa) — false (À + fe) (1 + f2)}.  (5.1.54) 


En introduisant la composante de Fourier de la fonction œ (t; f) 


Les 


| drei®tp(t; f), 


— C0 


on peut écrire l'expression de s'*? (f) comme 


po; f}=—È 


5® (p=+ ef dus" (w)8"(—&)p(w; f), (51.55) 


8 (w)= nt (n+iv)t. 


La fonction œ (t; f) (après le passage à la limite thermodynamique) 
tendant vers zéro pour t — oo, sa composante de Fourier q (w; f) 
n'aura pas de singularité du type fonction delta par rapport à ©. 
L'expression sous le signe somme dans (5.1.55), qui contient le 
facteur Ôn (w) ô1 (—w) = x * (n° -+ w*)"! donnera lieu à une diver- 
gence de s? (f) pour n —+ 0. La divergence est due à la multiplica- 
tion des fonctions généralisées Ô_- (w), ô_(—w) qui contiennent des 
pulsations positives et négatives. r 

La question se pose de régulariser l'expression pour s‘°? (f). 
On a une situation analogue dans la théorie quantique du champ 
lors de la régularisation des éléments de la matrice S contenant Îles 
produits des propagateurs contenant des termes à pulsations posi- 
tives et négatives [28]. (C'est ce qui se passe dans la théorie relati- 
viste du champ du fait de l'existence des antiparticules.) 

Pour la régularisation des expressions contenant des produits 
du type 61 (w) ô1 (—w), il y a lieu en vertu de [28] d'effectuer la 
substitution 


8" (w) 8 (—w)—— Im 8! (w)+ A6 (@)+B8' (w),  (5.1.56) 


où À et B sont des constantes arbitraires. Pour expliquer cette 
méthode, rappelons que la fonction ô- (w) est une fonction généra- 
lisée en ce sens qu'on a la relation 


O0 @œ@ 


lim LES —(o) p(o)= | ô_(w) œ(w) dw, 


n-+0 « 


= ©œ 
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où p(w) est une fonction infiniment dérivable s'annulant pour 
© —> oo. (Cette relation détermine la fonctionnelle du second 
membre de l'égalité.) Cependant dans le cas général la limite 


N-+0, N:— +0 


lim | do"! (&) 8" (— w)p(«) (5.1.57) 


n'existe pas, bien que la limite 


lim | doë"! (w) 8": (w) p(w) 


N-+0,n:-+0 

existe et détermine la fonction généralisée 6° (w) = — 6" (w). 

Nous allons maintenant restreindre la classe des fonctions œ (w) 
de manière que soit vérifiée la condition œ (0) = @°’ (0) = 0. Pour 
cette classe de fonctions la limite (5.1.57) existera. Par produit des 
fonctions généralisées Ô_ (w) ô_ (—w) on entendra alors une exten- 
sion arbitraire continue de la fonctionnelle (5.1.57) définie sur 
cette classe de fonctions, sur toutes les fonctions infiniment déri- 
vables @ (w). (Une telle définition a été donnée par Bogolioubov et 
Parassiouk [27].) 

Pour trouver le produit Ô_ (w) ô. (—w) ainsi défini, remarquons 
que 


| due-ipag®t (@) 8% (— &)= + enr (ns + me) — 


0 
— <. { daq8 (p + q) ei tn) +nn : 


— 


L'expression asymptotique de cette relation pour 1, n°: —> 0 est 
de la forme 


dwe-iro8" (wo) 6 (w) — 


2  » 5 D 
= — (Mi 12) D (ni + M2) "p—— p8 (p) + 0 (n), 
d’où l’on trouve après la transformation inverse de Fourier 
ge 2 : 
67: (w) 8 (—w)= ——68.(—w)+< (mn +12)! 8 (w) — 


— nm +) 16 (6)+0(n). (5.1.57) 
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Cette formule montre que pour les fonctions (©) qui s’annulent 
avec leur dérivée première pour w = 0, on a la relation 


lim ( doë"! (w) 8 (— w) g(w) = ——+ L | doô! (—) y (w). 
M—+0,M3=+0 

L'extension continue arbitraire de cette fonctionnelle (donnée pour 
des fonctions pour lesquelles q (0) = œ’ (0) = 0) sur toute la classe 
des fonctions infiniment dérivables, s’écrit de toute évidence comme 


6- (©) 8- (— ©) =—< Im 6! (w) +46 (w)+ B8' (w), 


où 4 et B sont des constantes arbitraires. D'où, en vertu de (5.1.56) 
on obtient l'expression suivante pour la correction régularisée du 
second ordre dans l’entropie de von Neumann, correspondant à l’opé- 
rateur statistique grossier © (f) [91] 


Reg & (f)= —+ As (f) + 502 (f), (5.1.58) 
où conformément à (5.1.56), (5.1.54), 
sDf=+ | dop(o; f)Imô (o)= —=— Tr Im > [D (1, 2:3,4)/2 x 
se 1234 


(1 + 1) (1 fa) fafa 
fifo (1 + fa) (1 -- fa) 


X {fifa +R) +) — fsfe (1 + #13) (1 + f2)}  (5.1.59) 


et s'® (f) est la dérivée de l’entropie « combinatoire » calculée à l’aide 
de l’équation cinétique avec une intégrale des collisions en seconde 


approximation de la théorie des perturbations (voir la formu- 
le (5.1.36)) 


s(0) (f) = ds fluo = 
> [D(1, 2; 3, 4)|70(Ee+e2—e; —e) X 


on 
X {fifa (1 + fa) (1 + fe) — fala (1 + fs) (1 + f2)} X 


RD) 00) 


(le terme BÔ’ (w) n’a pas d'influence sur s* vu la symétrie de la 
fonction @(&; f) = p(—w; f)). 

Remarquons maintenant que si l’on calculait l'expression asymp- 
totique de (5.1.55) pour n — +0, alors en vertu de (5.1.57), la 
constante À serait À = (nn) !. Ainsi la grandeur À contient la 
divergence mentionnée ci-dessus. 


X Ô (EE —E3—E) In X 


= 
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Dans la méthode de régularisation que nous avons utilisée la 
grandeur À est considérée comme une constante arbitraire finie et 
a la dimension du temps. Notre théorie ne contient pas de constante 
ayant cette dimension, c’est pourquoi il y a lieu de poser À = 0. 
En d’autres termes, la correction du second ordre à l’entropie « com- 
binatoire » s® (f) est donnée par la grandeur s®? (f) et par conséquent 


l'entropie d’un état hors d’équilibre, est déterminée par la for- 
mule [91]: 


0 
s(P=SO (+ (+. (= | derplr: f). (51.61) 


—œ0 


Nous allons expliquer maintenant le sens physique de l’appari- 


tion de termes divergents dans l'expression de s (f) [91]. Si l’on 
avait calculé l’entropie de von Neumann avec l’opérateur statistique 
exact (sans passer directement à l'étape cinétique de l’évolution) 
et construit une théorie des perturbations pour des valeurs cou- 
rantes fixées de la fonction de distribution à une particule, pour 
l'expression asymptotique de l’entropie dans le domaine des temps 
grands ({ > Tt,) on aurait obtenu l’expressivn suivante [91] 


s(fit) = 50 (f) +s® (f) — 180 (f) +...  (5.1.62) 


On voit ainsi que cette expression coïncide du point de vue formel 
avec (5.1.58) si l’on pose À = 2t/x. Ceci signifie que l’apparition 
de divergences est liée à l'introduction de l'opérateur grossier à 
l'étape cinétique de l’évolution. Par suite de la présence, dans (5.1.62) 
d’un terme proportionnel à t, l’entropie de von Neumann correspon- 
dant à l'opérateur statistique exact ne change pas dans le temps. 
Cependant, l’entropie définie comme s® (f) + st (f) croîtra dans 
le temps. 

Nous allons montrer maintenant qu'à l’état d'équilibre, l’entro- 
pie (5.1.61) que nous nous avons introduite coïncide, aux termes 
de l’ordre de V? près, avec l’entropie thermodynamique d'équilibre 
qui est définie comme —Sp w In w. De plus, nous allons voir tout 
de suite qu’en cette même approximation l’entropie (5.1.61) est 
maximale pour la distribution d'équilibre des particules, une éner- 
gie et un nombre de particules étant donnés [91]. 

Comme à l'étape cinétique de l’évolution l’entropie doit être 
une fonctionnelle de la fonction de distribution à une particule f,, 
ces propriétés peuvent être formulées sous la forme de deux rela- 


tions suivantes : 
sin) = —Spulnw= se, (5.1.63) 


Ô 0€ . 
( T — —+Bu),_,=0, n,=Sp waias, (5.1.64) 


17-0393 
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où l'énergie moyenne € (f) en tant que fonctionnelle de f est déter- 
minée par la formule 


SE) = Sp o (E. (5.1.65) 


La seconde de ces relations peut être considérée comme le prin- 
cipe variationnel qui sert à trouver la fonction de distribution à une 
particule pour une entropie hors d'équilibre donnée. Nous allons 
formuler ce principe sous une autre forme plus commode. Supposant 
que l'expression (6.1.63) est vérifiée, on peut écrire l'égalité 


05eq = ( ds (f) } + S (F2) EL (5.1.66) 


Sea =Bi (n)—u > ni) —Q. 


(Cette formule découle de la définition (5.1.63) et de ce que“# (nr) — 
= Sp wé#f (voir la formule (5.1.69)).) C’est pourquoi 


Ôseq 0€ (f) 0€ (f) ô On. 
de (x +82 Ôfe . ms Ph 2 œ 


et par conséquent la formule (5.1.66) s'écrit 


SD pme) mep(AU), (ET) 


— Pr, 


où V (f) = Sp o (f) V. On voit que pour vérifier le principe varia- 
tionnel (5.1.64) il faut et il suffit d'avoir l'égalité 
ds (f) _Rr{ 40 Tr 
B( ), (5.1.67) 


0€; fn _ dE: 


(La suffisance (5.1.67) est facile à vérifier dans la théorie des pertur- 
bations compte tenu de ce que 0n!°”/0e, — 6,2.) Ainsi, pour vérifier 
le principe variationnel (5.1.64), il faut voir que (5.1.67) est vrai, 
après avoir préalablement vérifié (5.1.63). 

Pour vérifier (5.1.63), (5.1.67), trouvons d’abord nr, — Sp wa;a; 
et Seg — —Sp w In w en approximation envisagée. À cet effet on 
aurait pu utilisé la théorie thermodynamique des perturbations. 
Cependantilest plus commode d'élaborer la théorie thermodynamique 
des perturbations un peu différemment en partant du fait que la 
solution stationnaire de l'équation cinétique f, = r,, annulant 
l'intégrale des collisions L, : 


L, (n) = 0, (5.1.68) 


donne un opérateur statistique © (n) qui est équivalent à la distri- 
bution de Gibbs [86] 
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Sp © (nr) p* (ai) . .. Ÿ (x) = Sp wb* (x) . . . (an). (5.1.69) 
La fonction de distribution », coïncide alors avec la fonction de 
distribution à l'équilibre nr, — Sp wa*a;. En vertu de (5.1.68) et 
(5.1.40), © (n) et par conséquent w satisfont à l'équation intégrale 
suivante 
0 
uw = (0) (n)+i | drel# ot [u, Ver (5.1.70) 
la relation L,, (n) = 0 étant la condition de résolubilité de l’équa- 
tion intégrale. (Celle-ci est obtenue en multipliant l'équation (5.1.70) 
par a*a, et en calculant ensuite la trace.) 

Soulignons que l'équation (5.1.70) ne contient aucune caracté- 
ristique macroscopique du type température ou potentiel chimique. 
La fonction de distribution à l'équilibre », figurant dans p‘° (n), 
ainsi que les caractéristiques macroscopiques apparaissent dans la 
théorie des perturbations par rapport à l'interaction lorsqu'on 
résout l'équation L, (nr) = 0. 

Nous allons passer maintenant au calcul de la fonction de distri- 
bution d'équilibre r, — Sp wa’a; qui est liée à Q par la relation 


nm = B-1 00/08. (5.1.7) 


Pour trouver Q nous allons dériver la condition de normalisation de w 
par rapport à la constante d'interaction À. Finalement on obtient 


4 0Q = 1 sn 
Bi = SpuV + D O(1, 2: 1, 2)nin, (5.1.72) 
12 
où l'on a introduit la désignation w = w — p (n) et utilisé l’ex- 
pression explicite (5.1.2) pour V. En développant w et n, en séries 
de la théorie des perturbations 
ie ÿ ut), Ni = > n (x) 
kæi k=i 

(le développement pour & apparaît par suite du développement de w 
en série suivant les puissances de V et du développement de la 
fonction de distribution 7, figurant dans p‘® (n)), on obtient à par- 
tir des équations (5.1.71), (5.1.72) les relations suivantes: 


n° = (ebte:—u) _ 1)", 


1 (J as 
n{ t'a. Sput")V + 


n{) 
en, (51.73) 


R 
1 1 4! O1. 4! or 
ter 204, 2%41,22 
ns [m0 


k=0, 1, 2, ..., 
17 
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qui permettent d'exprimer le k-ième terme du développement de la 
fonction de distribution d'équilibre en fonction de n'° et de Sp w (V 
(= 1,..., À — 1). D'où l’on trouve 
nit= —fPn° (1+ni)er, (5.1.74) 
où ei —=7 "NO (1, 2; 1, 2)n% (voir la formule (5.1.48)). 
Nous allons maintenant passer au Calcul de l’entropie d’équi- 
libre sega — —Sp w In w. En dérivant cette expression par rapport 


à la constante d'interaction et en remarquant que $ (e, — u) — 
= (65° (f)/8f:),_,w on obtient 


seq __ <a Ôn1 f 989) (f) ôw 
A Da | mn not + 


— ( 
+715 D, 2; 1, 2) <br. 
12 


D'où, en développant l’entropie d'équilibre s« en série de la théorie 
des perturbations 


OO 


S — D st) 
eq 9 
R=0O 1 


on obtient pour (4 + 1)-ième terme du développement l'expression 
suivante : 


Ast0) (f) 
st+ D = D (= 


ni + EP Sp WW + 


ôf: Ju k+1 


k 
_ e l — 
+pT 1 D (1, 2: 4, 2) >, er ne 1), 
1 2 Im 
qui donne en vertu de (5.1.74) 
SP — 0 (0), se = (52 (n))®, 
sa = (0 (n))® +8 Sp w1V. (5.1.75) 


Dans ces expressions les grandeurs (s® (n))‘, (s® (7))* sont les 
termes du développement de s‘° (n) liés au développement de la 
fonction de distribution d'équilibre 


SO (n)= À (50) (n)}". 
k=0 
Nous allons tout d’abord vérifier l'égalité s (7) — se: Conformé- 


ment à (5.1.75) cette égalité est évidente pour les termes d'ordres 
zéro et premier. Pour que cette égalité soit vraie pour les termes du 
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second ordre, en vertu de ces mêmes formules on doit avoir la rela- 
tion suivante 


st2) (nt0)) = —f Sp wiV. (5.1.76) 
Pour la vérifier remarquons qu’à partir de (5.1.70) on a la formule 
0 
Sp &,V = i | drSplus, V()]Ÿ, 


où &wp = p'® (n®). La relation (5.1.76) devient maintenant évidente 
si l’on tient compte de la formule 


pÜr: n0)=iB Spwo(V, V (xl, 


qui découle de la définition de q (t; f) donnée par (5.1.53). 

Nous allons maintenant vérifier le principe variationnel (5.1.64) 
ou la relation équivalente (5.1.67). A cet effet, remarquons qu'en 
vertu de (5.1.41) le développement de V (f) suivant l'interaction 
est de la forme 


VO = VO + Vi +... 


0 


Va(D= Sp (pv, Va(f=i | de Splp®(f), V (H1V. (51.77) 


—c 


Ce qui montre que compte tenu de (5.1.61) la relation (5.1.67) se 
trouve vérifiée pour les ordres zéro et premier. Pour le second ordre, 
on doit avoir la relation 
ôs?(f) _R f def) + 
dE Re de; ee (5.1.78) 
qui est également vérifiée. En effet, conformément à (5.1.61),(5.1.53), 
on a 
Os? (f) 
S . é + 
Te pan — —$ | drrSpuwolV, [V (rt), a’aill, 
d’où l’on obtient (5.1.78) en tenant compte de l'expression (3.1.77) 
pour PV, (f). 

Ainsi, l’entropie que nous avons définie (5.1.61) en approxima- 
tion envisagée est douée des propriétés générales (5.1.63), (5.1.64) 
de l’entropie hors d'équilibre. 

Remarquons pour conclure ce paragraphe qu'on peut trouver 
d'une manière analogue l’entropie d’un gaz faiblement non parfait 
hors d'équilibre en approximations suivantes de la théorie des 
perturbations [94]. 
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$ 5.2. Equation cinétique compte tenu 
des seules interactions binaires 


» 


5.2.1. Opérateur statistique à l’étape cinétique de l’évolution. 
Au $ 5.1 nous avons obtenu une équation intégrale pour l'opérateur 
statistique à l'étape cinétique de l’évolution en supposant que l’in- 
teraction entre les particules est faible. Dans le cas des états spatia- 
lement homogènes, cette équation s’écrit 


0 
c(D=0 (fi | dremelôfer x 


— © 


x { 1V, ai 3 pe Lo () }erise, 


où L, (f) est l'intégrale des collisions 
L, (f) = i Sp o (f) IV, aja,l (5.2.1) 


(pour plus de simplicité nous n'avons pas tenu compte ici des varia- 
bles spinorielles). 

Cependant, tout comme dans le cas classique, il n’est pas indis- 
pensable ici que l’interaction soit faible. En effet, ce qui est impor- 
tant, c’est que pour des temps suffisamment grands, l’état du syste- 
me peut être décrit par une fonction de distribution à une particule. 
A cet effet il faut que la fonction de distribution à une particule 
varie plus lentement que les fonctions de distribution à particules 
multiples, et les fonctions de distribution à particules multiples 
auront ainsi le temps de suivre les valeurs instantanées de la fonc- 
tion de distribution à une particule. Une telle situation se rencontre 
non seulement dans le cas d’une interaction faible, mais également 
dans le cas d’une densité de particules faible. Dans le premier cas 
les collisions peuvent alors être fréquentes bien que la probabilité 
d’un acte de diffusion ne soit pas grande. Dans le second cas, par 
contre, la probabilité d’un acte de diffusion peut être grande, alors 
que les collisions se produisent rarement par suite de la densité 
faible des particules. 

Dans le $ 5.2 nous allons obtenir les équations cinétiques pour 
des systèmes quantiques dans le cas d’une densité de particules 
faible. Comme nous venons de le mentionner, on peut se baser sur 
l'équation intégrale (5.1.40) pour l'opérateur statistique 6 (f). 
Cependant, il y a lieu de chercher la solution de cette équation 
non pas sous la forme d'un développement suivant les puissances 
de l'interaction, mais sous la forme d’un développement suivant 
les puissances de la densité. Du point de vue formel, à ce dévelop- 
pement correspond le développement de l'opérateur statistique © (f) 
en une série fonctionnelle suivant les puissances de la fonction de 
distribution f. 
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Nous allons maintenant montrer que l'opérateur 6 (f) peut 
s'exprimer simplement en fonction de p‘° (f). À cet effet on écrit 
l'équation (5.1.40) comme 


0 
o(f)=po(f)+i | dremeiÆ ot [W, o(file-i#0et, (5.2.2) 


— 


W= VHS L, (+ 
» d 
(l'opérateur W agit dans l'espace hilbertien et dans l’espace des 
fonctionnelles de la fonction de distribution). 
Nous allons maintenant utiliser les formules (5.1.18”), (5.1.18”). 
En y posant 


A=ilW, (fl, U=W, H=H—iS L,(}=#o—W, 


on trouve en vertu de (9.2.1) 
0 


o(N=pO (+ | dremeine{i[W, o(DI—iIW, Bl}e-inr. 


— © 


Remarquant que B—o(f)—pt°(f), on a 
0 
o()=p0(f+i | dreneitie [90 (), Hje-is 


(nous avons tenu compte de ce que [p"® (jf), #,]= 0). Etant donné 
que 


TS 5 Ô : 5 
eiHT; [p(0) (f), H| e-int 2 ei +0 (0) (f) e-illt 


l'intégration par parties donne 
0 


G(f}=n | dreñteiHtp(0) (f) e—iHt 


ou bien : 
2 NL. : 
o(f=n | drente Pr P RE TO 0 (fhe ET, (5.2.3) 


En substituant cette expression dans (5.2.1), on obtient l’expres- 
sion suivante pour l'intégrale des collisions L, (f) [38]: 


0 T > L,,»(/) — ; Le | 
L(f)= in \ drente » M Spp®(fhe “ET[V, aña,je ÆT, 


(5.2.4) 
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Les formules (5.2.3), (5.2.4) permettent, en principe, d'obtenir 
les développements de © (f) et de L, (f) en séries fonctionnelles 
suivant les puissances de f, car nous connaissons le développement 
de p‘® (f) suivant les puissances de f (voir (3.1.33)). C'est le problè- 
me que nous allons traiter dans le paragraphe suivant. 

5.2.2. Développement de l’intégrale des collisions en série suivant 
les puissances de la fonction de distribution à une particule. Comme 
nous l'avons déjà mentionné, pour trouver le développement de 
o (f) et de L, (f) en série suivant les puissances de f, il suffit d'utili- 
ser le développement (3.1.33) de l’opérateur statistique d’un gaz 
parfait hors d'équilibre p‘° (f) en série suivant les puissances de f: 


po (D= À p% (1, 


où les opérateurs p» (f) sont donnés par les formules (3.1.33). 
Le développement de L, (f) en série suivant les puissances 


de f sera 


L, (= À, L5 0), 


Li (f)= MSi(p; f), (5.2.5) 
Li (f)=M(p; + Ÿ ME(p': D Mi: f). 
M tte teste eee 
0 
(n) . ns l'hen) nr À (n) 
Mi (pi Din | de (pi Dern ME (5 D 26) 


PE (p3 1)=Sppn (f)e ATV, ajaple #?. 
L'opérateur px’ (f) peut s’écrire comme 


0 (f) = pie (f) + pi (f). 


Ici p° (f) _ en fonction du projecteur | 1, ..., nr) (1, 
.., n | sur l’état à nr particules 


Po (D=+ D IL nf fat ssn|, (5.27) 


Lien 
et pi 2] ae fonction des projecteurs |1, ..., nr — 1) (1, 
PERS 1 |, ..., 10)(0 | sur les états à n—1,n—2, ... 


D artieulee qui sont multipliés par certaines formes contenant les 
produits de nr fonctions de cistribution, ces formes contenant soit 
les fonctions de distribution avec des impulsions qui coïncident 
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(comme par exemple, f,-f1), soit des fonctions de distribution sous 
le signe sigma (comme par exemple Ÿ ji, S'f1, voir (3.1.33)). 


1 1 

En utilisant les règles de Vick lors de l’élaboration de la théorie des 
perturbations par rapport à l'interaction pour les grandeurs 
Pr p; N = SP (p; fil est facile de voir que ces termes n'appa- 


n 
raissent pas dans ®. (p; f). C’est pourquoi, ils n’«pparaissent pas 
non plus dans #7 (p; f). Is doivent, par conséquent, après avoir 
apparu dans #&®% (p; f): 

Pr (p: )=Sppr (fe AT [V, asa,]e #* (5.2.8) 
se simplifier avec la grandeur Pa (P; f): 


PE (p 3 = Spps (De ATV, aa, e 4° 


en somme PL (p: FEES (p; f}=®@+r". C'est pourquoi, si l’on 

désigne par [...] l'opération consistant à rejeter les termes du 

type fifa fu --., on obtient pour #£{” la formule suivante 
î 


D = = [Pa]. 
Ainsi la grandeur M‘ peut s’écrire comme suit 
Mi” = {Mi 


_ _< _ (5.2.9) 
Mi (p; f=in | den (p; fr. 


Nous allons montrer que M‘? peut s'exprimer en termes de 
grandeurs caractéristiques de la théorie quantique de la diffusion, 
à savoir: 


—(n 1 —;)l e © ’ ’ D ; 
MS" (p: p= es | dE | dE'8°(E—E")(E—E" + im) > 


(es) 


X D OS Rit...n(E) Ro... n (E) HG, 1... n° (E’) * 

RE 

X R6°4e,... n° (E)(ôp.1 +... + Op. n) (fi +: fn — fi +. fn) X 
X TT) neurone (E) TS nt .n (E')*, (5.2.10) 

où 


Î . . 
RÉ... n (E)= Ro, : …n(£+si) 
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ont les valeurs propres de Îla one Ro(z) = (2 — éfo)"! du 

hamiltonien Aopourz=E£E FERA simeT (z) est l'opérateur de dif- 

fusion T (2) = V + VR,(2)T @, avec oi le paragraphe 2.1.2) 

RSR n=4..sniITE+z in) |1, ..., n’). 
Pour noires (5.2.10), on utilise” les formules 


1 CO 
CHE TO (—r) = + | dEeriERO(E), 
où R®(E)=R (E + ;in) et R(z)=(z2—£S£)! est la resolvante 


du hamiltonien cG#. A l’aide de ces formules il est facile 
d'écrire M‘? sous la forme 


ns : — it e 
mnt (ae | age” E) D hefnx 


X{A1...n(E£, + .n(£', E)}, (5.2.1) 
O 
: 1...n(£, E')=(4,...,n| RO(E')Vaia,R®(E)|1, ...,n). 
La grandeur A1 ...n(Æ, E’) s'écrit comme suit: 
Ai...n(E, E')= AT. n(E, E')+AŸ..n(E, E'), 
A: (E,E")=(1,...,n| RO(E')Vaia, X 
X (RT(E)— RS (E))|1,...,n), 
AP) ,(E,E')=t,...,n| RO(E')Vaia,R$(E)]1, ...,n). 
En utilisant la condition de complétude (2.2.9) et les relations 
RO(E')V=RG'(E')TO(E), RŸ(E)—RS'(E)= 
= Rÿ7(E)T®(E) Ro (E), 
il est facile de voir que 


A ,L(E, E')= R5'i...n(E') Rôti ...n(E) X 
> RES tr...n (ET) X 
M" AT se MS Lys on (Æ) (Ô,. 1°” + .. + Ô,. n’) R$'}. RE 1 (E), (5.2.12) 


AP) SEE = RG 1. RE) RE lente) Tr ns. a (EX 
X (On. 1... HO, n). 
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Pour trouver l'apport de 4% ,(E, E’) dans M'?, on utilise 
la formule (2.1.29) 


TO(E')—T(E)=(E —E" +in) T'P(E) ROV(E) RG (E")T' (E"). 


En remarquant que 7* (E) = T'(E)*, à partir de (5.2.11), 
(5.2.12) on obtient la formule (5.2.10). 
Notons que 


OC 


Mi Dm far D D 16 re 


X | RG 47... n° (E) : | ne ni jet m(E)IÈN 
X (ôpaite.e Hô, n— Op, 1: —Ôp,n)(fa.e fn fa. fn). (5.2.13) 


À partir du développement (5.2.5) et compte tenu de (5.2.9), 
on peut écrire les grandeurs L'} (f) sous la forme 


Li (= 1M (Cp, PL, 
LP = (5 DI+ DU GE, Ma M: DL (6.214 


P 


où A1‘ (p; f) est donné par la formule (5.2.10). 

Nous allons trouver l'expression explicite de la grandeur Li (f), 
qui est l'intégrale des collisions en approximation principale par 
rapport à la densité des particules. En vertu de (5.2.13), la grandeur 


M? s'écrit 
(PE D = Te | dE 3, D, 1 Rôti (E) (21 Rire (E) (EX 
Ps 12 1°2° 


X | Te’. 1°2° (£) [2 (Ô,, 1 + Ôp, 2 — y, 1 — Op, 2.) (fifa — fifa), 


d'où de toute évidence on a (M]=Me. C'est pourquoi en 
remarquant que 


n| R6ti12(E) PR 27ô(E — Es —e2), 
on obtient finalement [81]. 
L\f=n À | Th: ao (es + 8e) [2 8 (EE — es —Ez.) X 
1212 


X Ôp,2(f1rf2 —Jif2).  (5.2.15) 


La grandeur T'i5: 1°: (, + e.) qui entre dans cette expression, 
est l’ amplitude de la transition de l’état | 1”, 2”) à l’état | 1, 2). 
Ainsi, L}? (f) a la structure de |” intégrale des collisions de Boltz- 
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mann, mais la probabilité de transition est déterminée ici non par 
la mécanique classique, mais par la mécanique quantique. (Rappelons 
qu'on a déjà utilisé dans le $ 1.4 les équations du type d’équation 
cinétique de Boltzmann avec une probabilité quantique et non 
classique.) 

5.2.3. Développement quantique du viriel de l'intégrale des col- 
lisions. Dans le paragraphe précédent nous avons trouvé la forme 
d’intégrale des collisions dans le cas où la densité des particules 
est le plus petit des paramètres, c’est-à-dire lorsque la distance 
entre les particules a est grande, tant par rapport au rayon d'’ac- 
tion des forces d'interaction r, que par rapport à la longueur moyenne 
d'onde broglienne des particules x. Dans ce paragraphe nous allons 
obtenir l'intégrale des collisions dans le cas où le plus petit des 
paramètres est ro (ro & &, x), pour ce qui est de la relation entre a 
et ?, elle peut être arbitraire. (Le développement suivant le para- 
mètre ro/x est appelé développement quantique du viriel.) Dans 
ce cas la fonction de distribution à une particule f,, n’est pas obliga- 
toirement petite par rapport à l’unité: si p & 2.7}, f, peut être 
de l’ordre de l'unité, par contre, si p ÿ x}, on a f, € 1. Nous 
allons montrer qu’en cette approximation l'intégrale des collisions 
pour les bosons s'écrit [38]: 

Lo ()= A D ITS: 12° (82 +82) [28 (es + Er — es —E2.) X 


Li 


X Op, 2 {far fer (1 + f1) (1 + fr) — fie (1 + fi) (1 + f2)}. (5.2.16) 


Dans le cas des fermions, dans cette expression il y a lieu de proc£- 
der à la substitution 1 + f — 1 — f. 

Pour démontrer cette formule, nous allons isoler dans la gran- 
deur ZL’ (f) le terme principal par rapport au paramètre r4/?. et 
sommer ensuite tous ces termes principaux. Pour expliquer com- 
ment on peut isoler dans L}’ (f) le terme principal par rapport au 
paramètre r,4/x considérons les deux intégrales suivantes 


A = | dpfpp (Trop), B— | d*pq (roP); 


où œ (x) est une certaine fonction différente de zéro seulement pour 
x <& 1. Compte tenu de ce que f, — 1 pour p < à”!, et f, € 1 pour 
np ÿ 171, on a 


To/} 1 
Ar | drp(zx)r?, Bar; | dx (x) x°, 
ü 0 
d'où |A|&<]|B]| car ro K à. 


Ainsi, pour obtenir les termes principaux dans le développement 
quantique du viriel de l'intégrale des collisions, il y a lieu dans 
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M} de ne tenir compte que des termes dans lesquels on rencontre 
le nombre minimal d'’intégrations des fonctions de distribution }, 
avec des fonctions du type ® (rop) différant de zéro seulement pour 
p < r;'. Les fonctions de ce type sont dues aux amplitudes quanti- 
ques TE 1r...n(E) (voir (5.2.10)). Il ne faut pas oublier que 
ces amplitudes à z particules contiennent en plus de l’ensemble lié 
à n particules des ensembles non liés que l’on peut exprimer en 
fonction des amplitudes d'ordre inférieur. C’est ce qui est illustré 
sur la fig. 3 (les lignes droites correspondent aux particules; les 
courbes. fermées unissent en ensembles les particules qui ont inter- 
agi). Les ensembles liés s’annulant pour p © r{ sur toutes les 


variables impulsionnelles, l'apport principal dans M‘* proviendra 
des diagrammes de la fig. 3 qui contiennent un ensemble lié à deux 
particules (voir fig. 3, b). 


---- 
UT 


Fig. 3 


En désignant par To. n:1...n(Æ) l'apport dans 
Ti... n: 1"... (E) des diagrammes de la transmission à deux par- 
ticules (voir fig. 3, b) de sorte que les règles de Vick donnent 


D EE 1° ..n»"(E)= 


1 & TH) 

4 > ST ii : ue (E— ein) S - s NE A (2. 2. 15) 
lits il £is : 

où S désigne la sommation sur les paires d'indices ne coïnci- 
ist is 

dant pas entre eux 1, 2: 2,1: ...;n—î1,n, et S la somma- 

tion sur toutes les permutations des indices primés (k, “ta et 

i, ... à, sont des permutations des indices 1 ... nr et 1° ... n'). 


Remarquant maintenant que l'intégrale des collisions elle-même 
est petite pour ?. > ro, on trouve en vertu de (5.2.14), (5.2.4) que 
le terme principal dans L', (f) par rapport au paramètre r4/?. sera 


égal à [M (p; f)], où 


_ 2 4 
MG DE nr gear JE D DIRE Px 


4: n1"27 
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X | R$t 2" (E) (fe — fifa) fa... fn (Op. 1 + Ôp, 2 — Op. 1° — Op, 2’) X 
KT) 1°2’ (EY TS5)  n: {°2'3 ...n (E +e;s+...—+e,). (5.2.18) 
Le terme principal dans le développement du viriel quantique de 


l'intégrale des collisions, que nous désignerons simplement par 
L,, (f), sera donc égal à 


L(n= À 24] À M6" (2: f)]. 
Nous allons montrer que 


(M (p:f)1=0, n>3, (5.2.19) 
et par conséquent 


L, ()=1MS (p; f)+1M (p; f)]. (5.2.20) 

Pour s'en rendre compte remarquons que les termes de 7‘* du 
type Titres TE! nues TP an, Tab en (ici a=1,2;k,1=3, ...,n 
et a’ —1', 2’; k,l'=3", ...,n') n'influent pas sur [Âf!"”], car 
ils contiennent des produits de symboles de Kronecker 6, 0. 
où s'—3, ...,n', s—3, ..., n. (Nous avons tenu compte du 
fait que les termes dans T‘® contenant les facteurs Ou. a n’influent 
pas sur M: , Car le symbole de Kronecker Ô1,°,1:,2 contenu dans 
12’. 1-2 (E) annule l’expression fif> — f1-f.) Remarquons de plus 
que le terme de T du type 752.10 (E)S Gs. 3: ce. Ônn’ n'influe 


également pas sur [M!"], lors du calcul de [M] on peut donc 
remplacer 7* par 


TS ensure en (E+Es+...+e)—+ 
né Te (ES 64, ee. 0, ee 


. its ‘in 


1 
+ S Tii,:12(E He, He, —e —E2) X 
T dis 1,2 
(ii#is) 


X S 63,4, On" ins (5.2.2) 


2 
Considérons maintenant les termes du second membre de cette 


relation pour lesquels &’, à, = k”, l’, à, is = k, loùk”, L = 37, 
1 ” k, l=3,...,n (qui peuvent apparaître seulement 
pour n > 4): 


- S Ti: ni (E) (On. 1°01, 2° + On. 201, 1°) On, Or, 1 + 


R'£l’ 


++ S Th, 1127 (E) (64, Rr02, 1° + O2, O1, 17) On, #'O1, tr. 
kAl 
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Il est facile de voir qu'ils donnent lieu à l” apparition dans W:" 


du facteur (/1fe— fifa) (fa + farfor) = fEfÈ— f?.f2 et par conséquent 


n'influent pas sur LM]. 

Enfin les termes, dans le second membre de (5.2.21) pour les- 
quels ë,, à, — a’, l'; is, is = 4, l, oua =1’:, 2". ls sin 
et a = 1, ‘9, L = 3, ., n (ils peuvent apparaître seulement pour 
n > à) ont la structure suivante : 


12; 12 (E) { S S Ô3, 2’ 0, $ + S S 63,2 - -. On’. in! 
l’ no? 1” nn, nes eue” 1>2 i’ De re me 
1°,/’ absents 1, absents 


et n'ont pas d'influence sur [M] pour r > 4 comme il est facile 
de voir. La formule (5.2.19) se trouve ainsi démontrée. 


Nous allons maintenant passer à la recherche de [M'°], [1]. 


La grandeur [M] coïncide, comme on voit aisément, avec À/‘?, 
donc 


LM (p; f1= LP (f) (5.2.22) 


(voir la formule (5.2.15)). En vertu de (5.2.18) on a pour la grandeur 
M" (p; f) dans le cas des bosons 


HS (p; = | dE D, XI RS (E) Ex 


— © 129 2°3° 


X | R67 2-3" (E) [°(ôp, 1 + Op, 2 + Op, 3) fi (fafs — f2-f31) X 
X (1-26, 2 + 264, 2°) | T5). ».3° (E):[?2 


et par conséquent 


LA (p:; Pl=z à, | T\? 12" (E1 He) |? Ô (81 + E2 — Er —E2-) 0, » X 


X {fifa (fit fe) — file (far + f2)}. (5.2.3) 


En substituant les expressions (5.2.22), (5.2.23) dans (5.2.20), on 
trouve l'intégrale des collisions (5.2.16). Soulignons encore une 
fois que l’expression (5.2.16) pour l'intégrale des collisions est 
vraie pour ro & 7. 

Remarquons qu'on a obtenu les résultats de ce paragraphe en 
supposant qu'il n’y a pas d'états liés des particules. Si la formation 
d'états liés est possible, à l’étape cinétique de l’évolution l'état 
sera Caractérisé non seulement par une fonction de distribution 
à une particule, mais par la fonction de corrélation à deux parti- 
cules dans le sous-espace des états liés de deux particules [66, 92]. 
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$ 5.3. Equations cinétiques pour les particules et le rayonnement 
en interaction avec le milieu extérieur 


5.3.1. Equation cinétique pour des particules en interaction avec 
le milieu. Au $ 1.4 nous avons étudié l’équation cinétique pour des 
particules en interaction faible avec le milieu. On supposait alors 
que la densité des particules est suffisamment faible, de sorte qu'il 
était possible d'utiliser la statistique classique et de négliger l’inter- 
action entre les particules du milieu. Nous allons montrer mainte- 
nant, comment on peut trouver les équations cinétiques pour les 
particules interagissant avec le milieu dans le cas où la densité des 
particules n’est pas faible, de sorte que doivent apparaître les effets 
quantiques liés à la statistique des particules. Pour ce qui est du 
milieu, nous allons supposer que l'interaction entre ses particules 
est forte, par conséquent, on peut supposer que le milieu se trouve 
à l’état d'équilibre avec des paramètres macroscopiques, à savoir 
la température et la vitesse hydrodynamique, variant lentement [88]. 

Nous allons écrire le hamiltonien de tout le système — le milieu 
et les particules en interaction avec lui — comme 


4 — À 0 + V. 
où <# , est le hamiltonien des sous-systèmes sans interaction 
A 9 = À m + PC p: 


%# m étant le hamiltonien du milieu, €, le hamiltonien des parti- 
cules libres sans interaction 


= 
KP 7 > Epa pa p 
P 


(£,, étant l'énergie d’une particule ou d’une quasi-particule d’impul- 
sion p), et V est le hamiltonien de l'interaction des particules avec 
le milieu. Nous allons supposer qu'il est de la forme 


V= ÿ 3 (1, 2)ata., (5.3.1) 
12 


où .7 (1, 2) est un certain opérateur dépendant des variables dynami- 
ques du milieu. L'interaction entre les particules ne faisant pas 
partie du milieu (dans la suite nous les appellerons simplement parti- 
cules) sera négligée. Pour plus de simplicité nous allons nous bor- 
ner à l'étude du cas spatialement homogène *). 

L'interaction entre les particules du milieu étant importante, 
et celle entre les particules et le milieu faible, après un certain temps 
To l’état du système peut être caractérisé par les valeurs moyennes des 
opérateurs cm P, N, f, = a;a,, où P et N sont les opérateurs 


*) Pour la généralisation au cas spatialement non homogène voir [99]. 
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de l’impulsion et du nombre des particules du milieu (to, étant 


le temps le plus long parmi 1, et ro/v, où t, est le temps de relaxation 
du milieu, r, le rayon d'interaction des particules avec les atomes 
du milieu et v la vitesse caractéristique moyenne des particules). 
Dans le cas envisagé ces opérateurs seront les opérateurs Ÿ, figurant 
dans Jes équations générales (4.2.11). Par conséquent, l'opérateur 
statistique p° (y) sera 


p° (v)= pm 0" (f), 
est la distribution de Gibbs pour le milieu : 


Om —=eXp{Qn—B(%m—uP—-uN)}=w, 


et p® (f) l’opérateur statistique d’un gaz parfait de particules hors 
d'équilibre 


po (h=exp{— Zn (+ fi 3 aie nt) 


(pour fixer les idées les Su. sont ee — être des bosons). 
La température inyerse B, la vitesse du milieu x, le potentiel chimi- 
que L et le potentiel thermodynamique du milieu (,, sont déterminés 
à partir des conditions suivantes 


SpA = Am SpPSP—=P, Spo®N=N, Sppo—1. 


Les opérateurs # m, P, N, f, commutant avec le hamiltonien 
So, les grandeurs a,$ figurant dans (4.2.11) sont nulles. En vertu 
de (4.2.15) l'équation cinétique pour la fonction de distribution 
des particules f, s'écrit en seconde approximation de la théorie des 
perturbations 


L 


où Pm 


= Li (D=— | deSpp® (IV (0, 1V, aja,nh 


où V (x) = exp (idot) V exp(— id ot). En utilisant l'identité de 
Jacobi - 
[V (x). [V, asa,]]= —(Y, aka, V (DIl—aia, IV (x), V1}, 


on peut écrire L? (f) sous la forme - 


me 1 ” 

LF (f) = + dt Sp p‘? (y) [V (t), [V, a; a>]]. (5.3.2) 

En remarquant que | 
: plaie tp Ls aje-tet, 


on a | 
V(r)= NT. (1, 2)at@ette-e), 9,1, 2) = et mt ÿ (4, 2)e "Em, 
Le 12 4 > 


18—0393 
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Puis tenant compte de ce que 
Sp p(0 (f) afasaïea2r — O4, 201°2"f1f 17 + 01, 2-02, 1°f1 (1 + fa), 


on peut écrire l'intégrale des collisions Li” comme 


LP = D (Ba, »— 62, ») fe(14+ F1) | drettts-en (9. (2, 1) 3 (1, 2), 


12 


où la parenthèse (...) signifie le moyennage avec l'opérateur 


statistique du milieu pf, soit : 


(Ÿ. (2,112 (4, 2) =Spp2 7. (2, 171,2 = ir). (5.3.3) 


Introduisons maintenant la fonction spectrale J;,,(«) de la 
fonction de corrélation J;. (t): 


Li2(o)=— | dxli 2 (their, (5.3.4) 


L'équation cinétique s’écrira alors sous la forme 
— = 27 > O2. p (a (1 + f2) La, 1 (O21) — 2 (1 + 1) Li, 2 (@42)}s 
12 


OÙ @yo =E>—2e,. Remarquons que V étant hermitique, on a la 


relation Ÿ (1, 2) = Ÿ* (2, 1). 
Comme, en vertu de (5.3.3), on a 


(T2, 174, 2)= T1 Jam (1 2)/26 Em En, (5.3.5) 


où la sommation s'étend au système entier de fonctions propres 
d'opérateurs commutant {m, P, N de valeurs propres 6,, P,, N,, 
il est facile de voir à partir de (5.3.4), (5.3.5) que Z;.+ (©) > 0. 

Prenons maintenant en considération que le hamiltonien de 
l'interaction V commute avec l’opérateur de l'impulsion totale du 
système, c’est-à-dire que l’on a 


[V,P+ 2 paia,l]=0. (5.3.6) 


Il s'ensuit que (P, + pi — Pm — P:)Jmn (A, 2) = 0, c'est-à-dire 

que les éléments matriciels GER (1, 2) de l'opérateur Ÿ (1, 2) 

caractérisant l'interaction des particules avec le milieu sont diffé- 

rentes de zéro seulement si P, <+ ps — Pm — ps = 0. D'où et 

à partir de (5.3.5) il est facile d'obtenir la relation suivante 
Toni (—0) = Lis (@) exp {—B8 (où — u (p: — pi))} 


(nous avons obtenu des relations analogues au paragraphe 4.1.2) 
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Compte tenu de cette relation, l’équation cinétique pour la fonction 
de distribution des particules f, peut s'écrire sous la forme 


= Ly =2n > 62, pl 3, 2 (O4) {fa (1 + fe) Gras) — fe (1 + fs)}, 


12 
Pi2 = P2— Pi: (9.3.7) 


Cette équation est vraie pour les bosons en interaction avec le 
milieu. Dans le cas des fermions l'équation cinétique s’écrit d'une 
manière analogue, avec cette seule différence que 1 + f est remplacé 
par 1 — f. 

[1 est facile de voir que l’intégrale des collisions L®’ s'annule 
pour la distribution de Bose 


fn _ Ca nes up) 1y1, 
où B-! et u sont la température et la vitesse du milieu. Dans le cas 


des fermions l'intégrale des collisions s'annule pour la distribution 
de Fermi: 


CSS 2 Ÿ De 
Nous allons maintenant trouver les équations qui déterminent 


la variation des paramètres du milieu f, u, u dans le temps. En 
utilisant la relation (5.3.6), ainsi que l'équation (4.2.15) pour le 


paramètre Ya = P, on a 
4P , 


P 


Cette relation donne la loi de la conservation de l'impulsion du 
système. En remarquant alors que 


Sp p® (v)1V (5), IV, om + pl] = 
(0) . t V (—+}) 
= Sp p'° (v){V, [V (—7), #oll= —iSpp® (v) LV, 22], 
on obtient en vertu de (4.2.15) pour Yo = #m 
Se. = —De,L?. (5.3.9ÿ 
P 
Cette relation donne la loi de la conservation de l'énergie du système. 
Enfin il est évident que 
ôN/ôt= 0. (5.3.10} 


Vu l’invariance des équations de la mécanique quantique par 
rapport à la transformation de Galilée (voir le paragraphe 2.3.1, 


18° 
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dans ce cas e, — p*/2m) il existe un opérateur unitaire U, ayant 
les propriétés” + | L 


UANUL=N, U,PUi=P+maN, 
Vu m0 = Him + UP +EmMEN, 

par conséquent, 
DAbRUE = exp {On — ÿ (mo). bo=u+imue. 


Il € en ‘découle 


+ 


TG. —_ Sp p°° mn + Mu? + 7 00 P— Mu 


e 


RC , 


(M étant la masse du milieu). En‘utilisant ces formules, on peut 
écrire les -équations (5.3.8), (5.3.9) sous la forme 
RU ne sen Ce 7; si | fi _——. ns : ‘ cs 
À 1 = 21 D Pirli, 2 (Oo) fa (AT fs), 
12 
08 PR : (5.3.11) 
. au. — 27 2 (pu) 1, : (0) Je F + f1), 
rte rio nt! 12 PA ARE Les 
D jf - 2 tie op 2e SR UU er 
“OÙ: pe O8): est la capacité calorique: du milieu. 
En conclusion, nous allons démontrer le, théorème Æ-pour le 
système envisagé. L'entropie du milieu est ‘donnée par la formule 


(Se CP = —Spp; In p!°.= — Om FA m — Bu P — —BuN, 


et l'éntropié :d'un::ga7:.4e tue par ‘ln «formule ue 


sp= —Spp (f) In p°(f)= — EU: = E+ fin ( Eh) 


"T 


‘entropie du’système en entier . ST Sr! Sp 1. 


: En remarquant que 
RS UM UN EN IEE tyride 
On gp 0 pl ou | oi | 
et ot € ‘ ré ETS ot ? 
s.. e EE , 6 
on ootenr en vertu de (5.3. 8) à à (5. 8. UE 
2: Dr ia ni Tone) crigenon {90 hi ii oc glus tt) 
ai HD Pen Vo de eee 
_ =$ > (E» — ap) "dt 9 
Ro =: NULS 
pv sie nest Pr er Pi, ses mie fn 205 RENTE L Fed 


ee nee eteq oi : 17) dre pd! àt) RAD. -| HS EN 
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En utilisant l'équation cinétique (5.3.7), on obtient finalement 


f1 A+ f2) exp B (&pis— ie), 
"2h 2 (04) T7 UF) 


X {f2 (1 + fs) — fa (1 + fe) eos mnt, 


La fonction spectrale Z,. (w) étant positive, ceci donne le théorème. 
H, à savoir ôs/ôt > 0 

L'équation cinétique (5.3. 7) peut être utilisée, par exemple, pour 
l'étude de la cinétique des neutrons dans les milieux condensés. 

5.3.2. Equation cinétique pour les photons dans un milieu. Dans 
le paragraphe précédent nous avons obtenu l’équation cinétique 
pour les particules interagissant avec un milieu en équilibre. On 
supposait que le hamiltonien de |” interaction des particules avec le 
milieu commutait avec l'opérateur du nombre de io. Entre 
temps, des processus physiques sont possibles dans lesquels des 
particules ou quasi- -particules, apparaissent ou disparaissent, c'est- 
à-dire que leur nombre n'est pas ‘constant. 

Dans ce parägraphe nous allons obtenir l'équation cinétique 
pour les photons se propageant dans un milieu, équation qui tient 
compte de l'émission ou de l’absorption des photons par les atomes 
du milieu [6]. 

Considérons le hamiltonien non relativiste du système forme. 
par le milieu et le gaz de photons di = #9 + V, où é# Q est le ha- 
miltonien des sous-systèmes sans interäction: du milieu et du gaz 
dé photons So = m + # ;,  m étant le hamiltonien du milieu, 
€, le hamiltonien des photons sans interaction 


9 
A; = 2 OKCRACkA 


(cxx, cta étant les opérateurs d'absorption et d'émission d’un photon 
de fréquence ok, de vecteur d’onde k et de polarisation À = 1, 2) 
et enfin V est le hamiltonien de l’interaction de rayonnement avec 
le milieu. Dans le cas non relativiste, ce hamiltonien est donné par 
la formule 


V = y, + V;, 
nee L | drA (x) j'® (x), 


Ve D | axat (æ) pi? (x), 


(5.3.12) 


où f® (x) est l’opérateur de densité du courant (en l'absence du 
champ de rayonnement), p‘® (x) l'opérateur de la densité de la 
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charge des particules du type a, dont la charge est e, et la masse m,, 
et À (x) l'opérateur du potentiel vectoriel, à savoir: 


2 
A(m=(+)"e D or? {ouetkr +otae-tkr} D) (5.3.13) 
kms i 


(e) étant le vecteur de polarisation du photon dans l’état k, À; 
Ÿ° le volume du système; la définition formelle des opérateurs 
j (x) et ps” (x) est donnée dans (2.2.2). 

Nous allons nous limiter à l'étude du cas spatialement homogène. 
Nous allons considérer de plus que le milieu se trouve à l’état d'équi- 
libre statistique et est transparent pour les photons. Pour les opéra- 
teurs y, figurant dans les équations générales (4.2.15), il y a lieu 
de prendre les opérateurs de la matrice de densité à une particule 
naar (k) = chacxr. Pour ce qui est du milieu, nous n’allons pas 
tenir compte de l’action des photons sur le milieu (liée, par exemple, 
à l’échauffement du milieu) et n’allons donc pas introduire, au 
contraire du paragraphe précédent, les opérateurs Ÿ liés au milieu. 
En conséquence, l'opérateur statistique p° (y) sera alors 


po (y) = wpN) (n), 
où w est la distribution de Gibbs du milieu 
w = exp {Qn — PB (Em — UN)} 
et p;” (n) la matrice de densité d’un gaz de photons parfait hors 
d'équilibre : 
p9)(n) =exp (Q, 2 Yan (k) céacrre), 


où Q; et Ÿ:1°(k) sont donnés par la matrice de densité à un 
photon n;1°(k) 


SppO(n)=1, SppO(n) crncer = nan (k). 


Les opérateurs c£1cxx: Commutant avec le hamiltonien &,, les 
grandeurs ag qui entrent dans (4.2.15) sont nulles. C’est pourquoi 
l'équation cinétique pour la matrice de densité à une particule en 
seconde approximation de la théorie des perturbations s'écrit 


One 


== Lin (n)+ Li (n), 


où L'h et L® sont déterminés par les formules (4.2.15) dans lesquel- 
les par les opérateurs y on comprend les opérateurs c£icra. 
Il est facile de voir que la grandeur 


Line (n)=iSpe()[Vi+ Ve, ca, Cal 
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s’annule. En effet, Sp p® (y) [V:, chxcral = 0, car sous le signe 
de la trace on a un nombre impair d'opérateurs c£a1, cxx. Pour nous 
convaincre de ce que le second terme s'annule également, remarquons 
que du fait de l’homogénéité spatiale du système la grandeur 
Sp wp{° (x) = p ne dépendra pas de zx. C’est pourquoi, on a 


(e) 
Li = i À fefa _ Sp p( (n) [ Î d'zA? (x), chan | ° 


2m,c3 


Il est facile de voir que le commutateur figurant ici ne contient les 
opérateurs cxa et ci qu'en combinaisons c*c*, cc, et comme 
Sp pŸ (n) c'e* = Sp pŸ (n) ce = 0, on a Li. = 0. 

Ainsi, en vertu de (4.2.15), l'équation cinétique pour la matrice 
de densité à un photon sera de la forme 


0 
Re 7 LÉ? (n)= —i [ dt Sp p (y) [V (x), IV, Ch Cka]], (5-3.14) 


où V(t)=eoye #0, En remarquant que 


on à 


V (x) = —+ | PrA(x, t)j(z, t)+Y TN | da? (æ, T0 (x, rt), 


où A(x, t) est le potentiel vectoriel dans la représentation de 
l'interaction 


2 

d 1 2 L—. + _ ER e — 

A (x, n=(+) R, D og foret pote Er 0R y (D) 
khæmi 

(5.3.5) 


et j° (x, T)=j(x, t) et pÉ (x, t) sont les opérateurs de densité 
du courant et de la charge dans la représentation de Heisenberg, 
à savoir 


je, t)=e mt j (x) em, pe (x, t) = 6 mp (æ) 67 mt. 


S'intéressant à la première approximation par rapport à la 
structure fine constante e*/ñc, qui ne s'annule pas, on peut dans 
l'expression de Li}. remplacer V par V,. On tiendra alors compte 
d'une manière exacte des processus d'émission et d'absorption des 
photons, mais nous ne tiendrons pas compte des processus de diffu- 
sion des photons par les atomes. Le hamiltonien V, dans l'intégrale 
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des collisions Li?. tient compte des processus de diffusion des pho- 
tons, RL les termes d'ordre plus élevé par rapport à V; 
donnent le même apport à l'intégrale des collisions des photons *). 

Nous allons donc considérer l'expression suivante pour Li?.: 


0 
LS (n)= —i À dr Sp (y) (Vi (x), (Vs, cé, cul. (5.3.16) 
En vertu de 3.15), l’opérateur V,(t) peut s'écrire comme 


no=— à (2 E) À Gouin (E, 9e TRE chat (le, r) 645) 
FA (5.3.17) 
jh (&, 7)=77 "2e | dSxeik=} (x, *). 
En utilisant les relations de permutation pour les opérateurs 
Cha et Cxas On a 


PA 1/2 . 


1/2 . on 

[V4, check] = (5) ji (k) cha (Se) 
où j1 (x) = ja (k, 0). Compte tenu de (5.3.17), (5.3.18), on trouve 
Sp pt (y)[Vi(t), V4, chacma]] = 


= — UE OS mane (E) (Lite (le, T), ja (E)]) — Ga (R) ik, 7))} + 
à” | 


Ja (k) Ckâ (5. 3. 18) 


+ ets (RCE, —7T), jar (k)]) ra (ke) — (ir (K) JG, —+))} 
à" | 

ou, en supposant le milieu isotrope, 

Sppt0(v)1Vi(T), [Vas char, Call = 


= ef {run (K) > (È-(E, T)}, fa (R)1) — 


— + Ga > ar (E) je (6, 7))} +(r +7), (5.319) 
où l’on a introduit la désignation ( ..) = Spw”.. 


Procédant d’une manière analogue au paragraphe précédent, 
on peut montrer que 


J dreter (JR (Re, +) ja (= Be | dreivr (j, (ke) ji (, )), 


*) L'ouvrage de Kompanéetz [68] est consacré à l'étude de la cinétique du 
rayonnement du corps noir lié à la diffusion de Compton. 
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et, par conséquent 


À dreiur (ji (Re) jt(R, D=n0(u) | dueter (ji (k, +), j (HD, 


(5.3.20) 


où n° (w) est la fonction de distribution des photons de Planck: 
n(0) (w) = (el — 41)"1. 


C'est pourquoi, en vertu de (5.3.19), (5.3.20), l'équation cinétique 
pour les photons interagissant avec le milieu peut s’écrire comme. 


on — 1 C0) 

HT — nr nm (@x)), (5.3.21) 
où n et n° sont les matrices carrées à deux lignes et deux colonnes. 
d'éléments n;, et ni5- = n° Ü12. et 

= [ dre Et [jt (k, +), ja (K)]). (5.3.22). 


— © 


Tout comme dans le paragraphe précédent, en utilisant la formu- 
le (5.3.20), il est facile de montrer que tx > 0. La grandeur 714 
est le temps de relaxation des photons de vecteur d'onde k. 

Dans le paragraphe 6.3.1 nous allons montrer que si le miliew 
se trouve dans un champ électromagnétique extérieur variable, 
la composante de Fourier de la densité du courant apparaissant 
dans le milieu est donnée par la formule 


Ti(k, ©)=0ù(k, w) Ef”(k, &), 


où E‘Ÿ (k, w) est la composante de Fourier du champ électrique- 
extérieur et 


GK, ©)=0(k, ©) #5 + ot (k, &) (&— 4). 
Ici 
dk, w)= {5e po + Et GÉT)(k, w)}, 


c'(k, w)=—{> 2e O4 (6. — M) ct(R, o)}. (5.3.23) 


Gi (k, @)= —i | dx | dte-ireriut (|; (æ, 1) j, (0)]). (53.24) 
0 
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Ces formules se rapportent au cas isotrope et déterminent la 
réponse du courant électrique dans un milieu à un champ électrique 


extérieur (il ne faut pas confondre les grandeurs 0;, avec le tenseur 
de conductibilité o;, du milieu, figurant dans les équations de 
Maxwell, voir $ 6.3). 

En comparant les formules (5.3.22), (5.3.23), on obtient à partir 
de (5.3.24) 


t5!—1/2Reot(k, wx). (5.3.25) 


Ainsi le temps de relaxation 7, est donné par la partie transversale 


du tenseur 6;; (k, &w). Ce tenseur, comme nous allons le voir dans 
le $ 6.3, décrit entièrement les propriétés électromagnétiques du 
milieu. 

Notons que si le corps contient une cavité, la distribution des 
photons sera hétérogène et au lieu de (5.3.21) on doit considérer 
l'équation cinétique 

ôn Cx On 


1 


Où f (x) = 1 six se trouve à l’intérieur du milieu, et f (x) = Osizx se 
trouve dans la cavité. L'étude de cette équation montre que le 
temps de l'établissement de la distribution de Planck dans la cavité 
est déterminé par le plus grand des temps 714 et L/c, où L sont les 
dimensions linéaires de la cavité. 


$ 95.4. Equations cinétiques 
pour les particules dans un champ extérieur 
et fonctions de Green en approximation cinétique 


5.4.1. Equation intégrale pour l’opérateur statistique. Dans les 
‘paragraphes précédents, nous avons obtenu des équations cinétiques 
pour des particules en interaction mutuelle. En principe, ces équa- 
tions permettent de voir comment s'établit l’équilibre statistique, 
c'est-à-dire le processus de relaxation vers la distribution de Gibbs. 
En particulier, tout comme dans le cas classique, elles permettent 
de décrire l’étape hydrodynamique de l’évolution. Cependant, il 
reste encore le problème de l'influence des champs extérieurs sur 
l'évolution du système de particules. Dans ce paragraphe, nous 
allons résoudre ce problème [93, 94]. A cet effet nous allons de 
nouveau revenir à l’équation du mouvement pour l'opérateur statis- 
tique du système p (t): 


PO ps (1), 0 ()), (5.4.1) 
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où  (t) est le hamilionien du système en présence d’un champ exté- 
rieur variable, (1) = Ho + V(), VU) =V + Ækr(t). Ici 0 
est le hamiltonien des particules libres, V le hamiltonien de l’inter- 
action des particules entre elles et c#k (t) le hamiltonien de l’inter- 
action des particules avec le champ extérieur. Le hamiltonien 
A F (t) tout comme dans le paragraphe 4.1.1, s'écrit 


À p (t) = | dirt (x) F(z, t)+c-h., (5.4.2) 


où F (x, t) est le champ extérieur donné au point æ à l'instant t et 
E (x) l'opérateur du courant généralisé du système. 

Nous allons considérer qu'en l'absence de champ extérieur, 
après un temps { > To (To étant le temps de chaotisation), le système 
peut être décrit par un ensemble plus restreint de paramètres &, (x) 


auxquels correspondent les opérateurs E&, (x): 


ba(r)= (f(x), Wo(z), wy (x), Dax), Ÿ'(æ)}, (5.4.3) 
où f, (x) est l’opérateur de la fonction de distribution de Wigner, 
Ÿ (x) l'opérateur d’annihilation d’une particule au point z et 


W, (Z) = Î dSyetrva} (z+2) p(z—2) ; (5.4.4) 


(On suppose que le système est formé de bosons; dans le cas des 
fermions ( (x)) = 0 et dans le nombre des opérateurs &, (x) figu- 
rent donc f, (x), w, (x), w; (x) seulement.) 

Rappelons que lorsque nous avons trouvé les équations cinéti- 
ques, dans le cas où le hamiltonien V commute avec l’opérateur 
du nombre de particules, pour les opérateurs £, (x) nous avons pris 
seulement l'opérateur de la fonction de distribution de Wigner. 
Ceci étant lié au fait que dans ce cas, si les valeurs moyennes de w (x) 
et w, (x) étaient nulles à l’instant initial, elles sont également nulles 

à tous les instants postérieurs. Par contre, si V ou €}; ne conser- 


vent pas le nombre de particules, en plus des opérateurs LE (z) il 
y a lieu de tenir compte également des opérateurs (x), w, (x). 


Notons que les intégrales spatiales de f, (x), Ÿ (x) sont des inté- 
grales additives du mouvement par rapport au hamiltonien € 4, 
quant à l’intégrale spatiale de w, (x), c’est une intégrale approchée 
du mouvement dans le domaine des p petits. C’est pourquoi pour 
une interaction faible entre les particules, les paramètres &, (x) 
varieront lentement dans le temps. 


I] est facile de voir que les opérateurs exp (ic T)Éa(T) exp (—iX ot) 
s'expriment linéairement par les opérateurs Le (x) : 


ere, (æ)e AS = ET (x) = | Br Han (T—Z", T) bar (z'). 
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OÙ %'œa (T—x", t) sont des fonctions c-numériques. Par conséquent, 


LH or És (21 = | dr" San (T— 2") Las (æ'), 
: 3 (5.4.5) 
Æ'an (T—X )=- N'au (z—zx", tro. 
Cette relation est en accord avec les relations générales (2.4.27). 
La fonction our (t — x’, t) considérée comme une matrice sur 
les variables « et x, est liée à la matrice #44 (æ — x”) par la rela- 
tion 
% (T) = exp 1#. (5.4.6) 
Nous avons introduit les paramètres £, (æ) caractérisant l'état 
hors d'équilibre du système, en supposant qu'il n’y a pas de champ 
extérieur. Cependant, même en présence du champ extérieur si 
seulement sa fréquence est faible par rapport à t-!, l'état du systè- 
me, peut comme auparavant être décrit par les paramètres Ca (&)- 


Mais dans ce cas l’opérateur statistique p () pour! 5 to dépendra 
du temps non seulement par &, (æ, {) mais également par le champ 


extérieur F (x, t) et par toutes ses dérivées temporelles F (æ, t), 
FR); 222 


PO) > oŒ(): FE), FD, -..)=0 (Et); (54.7) 
avec | 
Sp o (£ (4); t) La (x) = La (æ, t). (5.4.8) 


Remarquant que 


dp (t) 00 (£ ; ë) | 60 (C;t) 
ot TH D ot + [ &z Gta (Ts t) à » a (æ, t), 


on obtient en vertu de (5.4.1) 
02 Ga LATE A | d8x a 5 a (x, t) = = 
= (So, GC; #))+IV (4), GG; 2)]. (5.4.9) 
A partir de cette formule et de la formule (5.4.8), on a 
Le (x, t)= LS? (z; C())+La(t; Gt); 1) = La, (5.4.10) 
LD (ei E()=iSpo (6; 1) (0, La (2)1= | da an (7—2") La” (a, ?), 


La(z; b: t)=iSpo(é; t)[V (6), Éa (2)]. 
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Il y a lieu d'obtenir l'équation intégrale pour l'opérateur statisti- 
que © (&; :) pérmettant de le définir d’une manière univoque. 
A cet effet, remarquons avant tout que la grandeur 


La (x) = [ EL Han (T— 2", T) Car (2) (5.4.11) 
satisfait à l'équation 
où, (x) 
ST = HO (2; À). 


C'est pourquoi, l'équation (5.4.9) peut s’écrire comme 


T 
Po (6; 1e ot (6; 1) i | dre {RENE 
0 


+ [V (6), GG; t)]—i | dx AT LE d: D} eo", (5.412) 


Puis, en utilisant la relation ergodique (5.1.6), on a 
de 2e (') = e #4 po Le e#o',  (5.4.13) 
où L'=# (1) Sp pé, | | 
pt (E) = exp {0 (t) — C drVa (a; t) £a (&)) 
et 2) et Ye (x; ©) sont donnés par les équations 


. . … SppO(G)=1, Sp PO (E) Éa (2) = La (2). 

A partir de cette relation ergodique ‘ et de (5.4. 8), « on. obtient 
Ja condition aux limites’ pour l'opérateur statistique..o. (3 d),.à SA- 
voir à 
L 2 TE G (LÉ; +) 67% —— > po (D. | 6.449 


En passant dans l'équation (5.4. 19) à la limite t + —o et en 
utilisant cette condition aux limites, on.obtient finalement l'équa- 
tion intégrale suivante pour l'opérateur statistique G(£;t): 

0 
590 —i À dre {iv (9, 05; DIE — 


— 0 


if RE re (es ti TRS (54.15) 


e Ge Je. 


ss LA fréquence du champ. extérieur étant basse, il y a lieu de 
chercher la solution de cétte équation sous la forme suivante. 


PA #) Æ 60 (6 G);E ()) 01 (& @y: F @, Ê&) de ES 
Hoi): F(, Ft, F (0) +..., (5.416) 
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où ©, est une fonctionnelle linéaire par rapport à F, o, une fonction 


linéaire par rapport à F et quadratique par rapport’ à F, etc. En 
substituant ce développement dans (5.4.15), il est facile d'obtenir 
les équations intégrales pour Go, 6: 


Co(Ei F)= pot) i À dede [V (E), oo (Et; FI — 


3. 000 (C+ F) 7 (0) er it 
tj er LO(z: 6: F)}._ core ee, (5.447) 


(6: Fe F)= —i ._… (6: F, F1 


ÔLa (x) 
nn ÔCo ( ; _ 
+Le'(æ:6: FF) CAE Hs bé 
où 
LO (zx; t: P=iSpo . V (t), Éc (x), 
(x; CG; F)=iSpo(s; F)([V(t), Éa (x)] (5.4.18) 


LE (2:63 F, F)=iSpo(t; F, F)[V (+) Éa (æ)]. 

Notons que l’équation intégrale pour ©, coïncide avec l'équation 
intégrale (4.2.11) pour l'opérateur statistique grossier si dans ce 
dernier on entend par V la somme des hamiltoniens décrivant l’inter- 
action mutuelle des particules et leur interaction avec le champ 
extérieur. Ce résultat est assez évident, car pour une variation lente 
du champ, l’opérateur statistique en approximation zéro (par rap- 
port à la fréquence du champ extérieur) a le temps de s'’accorder 
à la valeur instantanée de l’opérateur statistique grossier, corres- 
pondant à la valeur instantanée du hamiltonien de l'interaction des 
particules avec le champ. 

Après avoir trouvé à partir de ces équations les opérateurs 0, et O2 
en une approximation quelconque par rapport à l'interaction entre 
les particules ou par rapport à leur densité, on peut à l’aide des 
formules (5.4.18) trouver les grandeurs L'®, L'? en approximation 
correspondante et par là même obtenir également les équations du 
mouvement pour les grandeurs &, (x, t) en présence d'un champ 
extérieur lentement variant dans le temps 


La (z, 1)= LS (x; CO) + LP (a: t5 F)+LO (ob; F, +... 
(5.419) 
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Si les opérateurs V et # + (4) commutent avec l'opérateur du nombre 
de particules, les grandeurs +, w, pour les états normaux du système 
doivent être supposées nulles, car à l’état d'équilibre (pour { — —} 
ils étaient nuls. Dans ce cas, les équations (5.4.19) dégénèrent en 
l'équation cinétique pour la fonction de distribution de Wigner 
en présence d’un champ extérieur. Cette équation sera vraie tant 
pour les bosons que pour les fermions. 

Jusqu'à présent nous avons supposé qu'à l’aide de l'opérateur 
statistique © (& (t); t) on peut décrire l’état du système pour £{ © to 
Ceci était lié à ce que l’on supposait que le non-équilibre du système 
était dû non seulement à la présence d’un champ extérieur, mais 
également à ce que l'opérateur statistique initial était différent de 
l'opérateur statistique d'équilibre w. C’est pourquoi un intervalle- 
de temps t > To était nécessaire pour « oublier » l'état initial. Si, 
cependant, pour t —> —0oo, il n’y a pas de champ extérieur et que 
le système se trouve à l'état d'équilibre statistique, l'opérateur 
statistique © (£; t) donne une description correcte de l’état hors 
d'équilibre pour tous les temps £. En effet, l'opérateur statistique 
o (&; t), comme on peut le voir, satisfait à l'équation (5.4.1).LDe 
plus, dans un passé assez éloigné, lorsqu'il n’y avait pas de champ 
extérieur, les paramètres & étaient égaux à & (—oo) = Sp ré et, 
comme en l'absence de champ extérieur l'opérateur © (£; {) coïncide 
avec l'opérateur statistique grossier © (£), © (&£; €) = © (&) pour 
lequel © (Sp wt) = w,on a © (6; t) em = w, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

Remarquons que si la fréquence du champ extérieur est grande 
(oto > 1), le développement (5.4.16) suivant la fréquence du champ 
extérieur ne sera pas vrai, Car dans ce cas on voit apparaître le 
caractère non markovien des processus cinétiques. On peut montrer 
que l'opérateur statistique p (t) satisfaisant à l'équation du mouve- 
ment (5.4.1) et à la condition initiale p (—c) = w satisfera alors 
à l'équation intégrale [93] 


0 
pG)= PO (EE | dre Li (++), (+ — 
ou (0) 
La(x, t)}=iSpp(t)[V (t), £e (x)]. (5.4.15') 


Les paramètres 4 (x, t) satisfont alors à l’équation du mouvement 
non locale dans le temps *) 


ta = Lo(t, t)- (5.4.10') 


h ‘ *) Les équations cinétiques correspondantes sont considérées dans les 
ouvrages [106], [107], [93]. 
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Notons que dans le cas des fréquences élevées du champ exté- 
æieur, lorsque apparaît d’une manière explicite le caractère non 
markovien des processus cinétiques, il est judicieux du point de 
vue physique de poser le problème de telle sorte que la condition 
initiale imposée à l'opérateur statistique p ({) soit universelle. 
Cette condition peut être celle de l'équilibre statistique, pour { = 
—= — 00. 

Si le champ extérieur F (x, 1) varie lentement et que l’interac- 
tion entre les particules est faible, le processus sera en fait marko- 


vien. Dans ce cas, on peut développer les grandeurs &ç (æ, t + ©) 
en série suivant les puissances de t, La (æ, + +T) = », = CE (æ, à). 
n 


Les grandeurs &‘% (x, t) figurant dans ce développement sont 
obtenues par dérivation de l'équation (5.4.10°) par rapport à £. 


On peut alors exprimer t (x, L), t (x, 1), ... en fonction de & (x, t) 


et F (x, t), F (x. t),-... et représenter l'opérateur statistique p (4) 
sous la forme d'une fonctionnelle des fonctions &(xz, t), 
F(z,t), F(x,t), ... 

ee p(t)=0o(c(); Fe), F(t), ...)=0o(6(e) ; 1). 

On peut montrer [101]! que l’opérateur statistique o (£; ?) ains1 défi- 
ni, satisfait à l'équation (5.4.15°) et, par conséquent, l'équation 
(9.4.15) est du point de vue formel équivalente à l’équation 
(5.4.15'}*) 

5.4.2, Equations cinétiques pour les particules chargées dans un champ 
électromagnétique. Dans Je paragraphe précédent, nous avons donné une méthode 
générale permettant d'obtenir les équations cinétiques en présence’d'un champ 
extérieur. Considérons maintenant plus en détail le cas où le champ extérieur 
ôst électromagnétique ot les particules ont une charge électrique. 

Pour que le systèmè soit électriquement neutre, il doit contenir des charges 
de signe opposé. Cependant, pour plus de simplicité, nous n'écrirons que le 
hamiltonien pour une sorte de particules : 

JE (A, p) = À'o (4, p)+V, 


où V est le hamiltonien de l’interaction mutuelle des particules et #0 (4, q) 
est donné par la formule (2.2.30). | 

Nous allons supposer que le hamiltonien V commute avec l'opérateur du 
nombre de particules. Dans ce cas, comme nous l'avons noté à la fin du paragra- 
phe précédent. pour les grandeurs ?, (x)..on peut envisager seulement la fonc- 
tion de distribution de Wigner ou ï mafrice à une particule correspondante. 

Pour trouver la grandeur Z1(%+ L qui détermine la vitesse de la variation 
de la matrice de densité à une particule, il y a lieu de calculer le commutateur 
{15€ (4, æ), ata,,] contenant l'opérateur de la matrice de densité à une particule 


ata,,, dans la représentation de l'impulsion. A cet opérateur correspond dans 
la représentation des coordonnées l'opérateur + (x2) 1 (x). C'est pourquoi, il 
faut calculer le commutateur [ (4, p}, d* (x) » (2). 


*) L'équation (5.4.15’) en l’absence de champ extérieur a été utilisée par 
Zoubarev et Kalachnikov dans [60] pour la description des processus de rela- 
xation. 2 DUT 
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À partir de la relation de permutation canonique, on trouve 


fe (A, hd) ve {5 (SE LA (2 0) — 


2 
59 (ii LA Gene 9) ep (ans Dep (es, 2} pt (2) D (an. 


C’est pourquoi, en vertu de (5.4.4.) l'équation cinétique pour la matrice de 


densité à une particule dans la représentation des coordonnées f(x, xæ.: t) ms 
ma Sp p (t) + (2) 4 (x,) s'écrit: 


df(Z1s to: t) 1 ô ie 2 
an Vale dl) 
4 0 ; 2 de 
5e (4 ne 0) ep (en 9 ep (2, DPF ze: 4 
=iSppf; A)[V, Ÿ'(z)Ÿ(z1)l,  (5.4.20) 
où p(; A)æmplf; A, À,...) est l'opérateur statistique (5.4.13) satisfaisant 


à l'équation (5.4.15) et 4 = (4, p). Par conséquent, compte tenu de la défini- 
tion de la fonction de distribution de Wigner (2.4.2): 


Tee | avé”T (2-4, 24%), 
il est facile d'obtenir l'équation cinétique pour f: (z) : 


of, (x) of. (x) : 7 
tent PR P PT, (= 


=1Spp(f; 4)1V, f,(x), (54.21) 
où À (p, p') est un opérateur différentiel, à savoir 


K (p, = | dyetp-r°"v {ep (Z1) — eg (z2) + 


e? 


ème: 


+ p (4 (21) — A (2) — 


(z° (z2) — A3 (z1)) + 


l 

+ 2 

z = 2x — 1/2y, ze = z+1/2y et 1, (x) est l'opérateur correspondant à la fonc- 
tion de distribution de Wigner F: (x). Les potentiels électromagnétiques figurent 


dans cette équation d'une manière non locale. tes si le champ électro- 
magnétique varie peu à des distances de l'ordre de la longueur d'onde broglienne 
d'une particule, cette équation devient locale et s'écrit 


m 


— (A (2:)+ 4 Ce) 


,(z) . p AZ). e dAn (x) 2 (x) 
ot Fe. ox + {( 0x; ni: 0x} | 


df, (x) OT, (&) e o41(7) ,(&) 1. 
Sad k (2) 07h  2c zh OPR }= 


=1Spe(f; 4)IV, f,(æ]. (5.4.2) 
19—-0393 
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On voit que dans cette équation les potentiels À et q ne figurent pas sous la 
forme de combinaisons correspondant aux intensités du champ. Ceci est lié à ce 
que la fonction de distribution de Wigner f, (x) n’est pas invariante par rapport 
au calibrage : en effet, à la limite classique, elle donne la distribution des parti- 
cules suivant les coordonnées et les projections de l'impulsion généralisee qui 
sont invariantes par rapport au calibrage. C’est pourquoi, la fonction de distri- 
bution n’a pas, par elle-même de sens physique. 

Cependant, on peut introduire une fonction de distribution invariante par 
rapport au calibrage qui dans la représentation des coordonnées est déterminée 
par la formule [111] ° 


fes 2) = et #9)f (x, æ), (5.4.23) 
ou 
sas, = (as) | dBA (22+E (ei 22). (5.4.24) 
0 


La fonction de distribution correspondante de Wigner est donnée par 
ES ipy LS 1 | 5 
Le | Pydrvf (zu st). (5.425) 


A la limite classique, lorsque les champs varient peu à des distances de l'ordre 
de la longueur d'onde broglienne d'une particule, les fonctions f,(æ)etf, (z) sont 
liées entre elles par la relation 


(si p est l'impulsion cinématique, la grandeur p+ . A (x) sera une impulsion 
généralisée). _ 
Nous allons maintenant montrer que la fonction f (x1,æx2) ou };, (x) satisfait 


à une équation cinétique dans laquelle figurent seulement les intensités des 
champs. A cet effet nous allons préalablement voir comment se transforme 


l'opérateur statistique p (f: A) lors des transformations de calibrage. Comme on 
peut le voir à partir de 2.3.1, à la transformation de calibrage correspond une 
transformation unitaire U, dans l’espace de Hilbert : 


U,=exp {+ | diz4 (x, t) p* (2) Ÿ (æ)} 


pour laquelle les opérateurs 4, + et le hamiltonien du système & (4 œ) sont 
soumis aux transformations 


À vtr, 0) Je vie, t) 
Up Ug=e FU Ven Up PU on 
oU* 4 . æe 

DE ve | D Gr 


À partir de ces formules et de l'équation intégrale (5.4.15), on peut montrer 


que l'opérateur statistique p (f; A), où 7 = f(æ1, æe), satisfait à la relation 
suivante 


Up: A)Uy=p(ez-:T; 4), 
ou, en vertu de (5.4.23), à la relation 


LUXE 2; A) U,=p(e-2f; A),  A'°= {4 —<2., p++ SL}, (5.4.27) 
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où z est donné par la formule (5.4.24), et :’ s'obtient à partir de = par substitu- 
tion de 4’ à 4. A partir de (5.4.24), on obtient la loi suivante pour la transforma- 
tion de calibrage de la grandeur : 


ge Au (as D (av D (5.4.28) 


On peut démontrer maintenant, en utilisant la formule (5.4.27;, que dans 
l'équation cinétique pour une matrice de densité à une particule invariante par 
rapport au calibrage figurera seulement le champ électromagnétique et non les 
potentiels À, . L'’équation cinétique pour la matrice de densité à une particule 


f(æ z.) en vertu de (5.4.4), est de la forme 


Ta z)=iSpp(; 4) [6 (4), D* (2) ÿ(x1)]. 
D'où, pour la matrice de densité à une particule invariante par rapport au cali- 
brage f — ezf, on obtient l'équation suivante 


2(æ1, æ2), 


(an æ)=2 (ru 2) fan æ2)+e i Sp P(e-:f; À), 
[SE (4), pt (æ2) Pal = S (21, Te: f, À). 
En vertu de (5.4.26), (5.4.27) on a 


(5.4.29) 


S(zn Toi fr A)=2 (tn a) frs æe)bier (et 22) Sp p(e-?’f, A’) x 
x [or an-£ fac AGE qe (ur) (a), + (22) Can) ]. 
Remarquant que 
Ep+ (2) p (2), Ÿ* (2) Ÿ (æ1)] = Ÿ* (z2) Ÿ (æ2) {8 (&'— ze) — 6 (&°—x1)} 
et en utilisant de nouveau la loi de transformation de la grandeur :, on trouve 
S(Œir Toi fr A4)=5 (an, 2) f (as, æ)+ 
+22) Sp p(e7’f, A) [2€ (4'), biz) Ÿ (æi)]. 


En comparant cette formule avec (5.4.29), on voit que la grandeur S contient 
les potentiels À et @ non pas explicitement, mais sous la forme de composantes 
des champs électrique E et magnétique H :S (1, ze, f, A) = S(x,.æ.; f. E, H). 

Nous allons montrer que l'opérateur de densité du courant en présence d'un 
champ électromagnétique extérieur 


+ 4) pt (2)-p (x) — 


| ie () 
er (Sr 


vo (2-+4)v@}) 6430 


peut s'exprimer en fonction de l’opérateur de Wigner à une particule invariant 
par rapport au calibrage f, (æ): 


FO | sp À f, (x), (5.4.31) 


(2 y, 22 
0e [ever 2 PS bidahites dl 


19% 
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Notons à cet effet qu’en vertu de (5.4.24) on peut représenter l’opérateur (5.4.30) 
sous la forme 


‘ 2+rv) (a Jess 


d’où la formule (5.4.31). 
Revenons maintenant à l'équation cinétique pour la matrice à une particule 


invariante par rapport au calibrage f (z,,x.). En vertu de (5.4.20), (5.4.23) on a 
(J , 
TEE + QU 29 fer 2940 (QG 2) — 


nr a An 2) AC Z)= TZ Lei f},  15.4.32) 


où 
Q (Zur Ta) = te (P(Z1)—p(x2)) _— (1 Ta), 
Qutan 2D= 4 (ep EL) 
Qu 2)=—< Al(z Ze) + 92 Eu. Lo) 

et 


Tes, 225 Piel 7%) Spp(e-1f; A)[V, + (x2) b (21)]. 
Notons que les grandeurs Q, Q;, Q2.conformément : à (5.4.28), sont invarian- 
tes par rapport au calibrage et, par quil ne dépendent que deschamps E 
et H. En posant x, = x — 1/2y, æz>=x+1/2 y et en introduisant la désignation 
À 
Î (z — 5 Y z++ y) = f,, (x), 
on récrit l'équation (5.4.32) comme 


ô z) 
Gt CERN /ICIA CE 


ot mm Ôôyôx 
ôf,, (x) 
+0, (a { ARR EE n, (54.33) 
où 7,,(x; p=r(z— 2+ y: t) et 


1 
QH=Q(z-+u st uv)=iy (ar(z+(5-t)v), 
0 


mc 


1 
Ca= gr Q-0o= (a (rt) [un m(2+(5—5)v)]. 
0 
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L'équation (5.4.32) (ou (5.4.33)) est l'équation cinétique pour la matrice 
de densité à une particule dans la représentation des coordonnées. La grandeur 
1, (x; P) figurant dans cette équation peut être appelée intégrale généralisée des 


collisions. Elle tient compte des effets liés au champ self-consistent et aux colli- 
sions des particules et dépend, en général, du champ électromagnétique. 

En vertu de (5.4.25), la fonction de distribution de Wigner invariante par 
rapport au calibrage f, (x) est liée à la fonction f,, (æ) par la relation suivante: 


1 (= | dyetrvf, (a. 
On voit ainsi que la grandeur y sera de l’ordre de grandeur de l’onde broglienne 
d'une particule À — p”1. 
Si le champ varie peu sur la longueur d'onde broglienne, les expressions de 
Q, (x), x, (x), C, (x) se simplifient beaucoup, soit: 


QD FiyE(z), (re ly, Ha, C,(x) &0. 


Dans ce cas, l'équation pour la fonction de distribution de Wigner f, (x), en 
vertu de (5.4.33), s'écrit 


ôf,, (æ) ôf,, (x) Ôf,, (2) 
+ ER e {E a+ TP, HN) I (2 D 
(5.4.34) 


où 
I, (x; = | dyePVI ,(z: f). 


L'intégrale des collisions généralisée 7, (x; f) figurant ici, comme nous 
l'avons déjà vu, dépend des champs extérieurs E et H ; de plus, elle dépend, en 
principe, des gradients de la fonction de distribution. 

Si un champ électromagnétique est faible et des hétérogénéités de la fonc- 
tion de distribution sont petites. on peut négliger l'influence du champ et des 
hétérogénéités sur un acte de collision. L'équation cinétique, en vertu de (5.4.34) 
et (5.1.33), scra 


M, (æ) | 08,(2) 0f,(æ) | œ,(#) 0f, (9 


ot op Ôx ox 0p 


0f,, (x) 
+e {#8 + [P» H (a) = Lie (f (x)), (5.4.35) 


où L'2 (f(æ)) et e, (x) sont donnés par les formules (5.1.32), (5.1.31). 


L'équation cinétique (5.4.34) ne contient que des grandeurs invariantes 
par rapport au calibrage. Cependant, pour des calculs concrets il est parfois 
commode d'utiliser l’équation cinétique (5.4.22), où figure une matrice de densi- 
té invariante par rapport au calibrage. Si on calcule la densité du courant, pour 
l'opérateur du courant on doit alors utiliser la formule (5.4.30). 


5.4.3. Relation entre le comportement asymptotique des fonctions 
de Green dans le domaine des basses fréquences et les équations ci- 
nétiques. Dans le paragraphe 4.4.2 nous avons étudié le comporte- 
ment asymptotique des fonctions de Green à la limite thermodynami- 
que, c'est-à-dire dans le cas où la fréquence est petite par rapport 
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à l’inverse du temps de relaxation 715! et le vecteur d'onde est petit 
par rapport à l'inverse de la longueur du libre parcours moyen /”i. 
La résolution de ce problème est étroitement liée à la description 
hydrodynamique de l'état du système. Cependant, si l'on veut 
étudier le domaine des fréquences élevées et des vecteurs d'onde 
importants, la description hydrodynamique devient insuffisante, et 
il y a lieu de donner une description cinétique. 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer comment à partir de 
l'équation cinétique on peut trouver l’expression asymptotique pour 
les fonctions de Green dans le domaine des fréquences «w qui sont 
petiles seulement par rapport à t-? où t, est le temps de chaotisa- 
tion, et non par rapport à t-?, et dans le domaine des vecteurs d’onde 
qui sont petits seulement par rapport à r-} et non par rapport à [71 


[941 (to & rot, v est la vitesse moyenne des particules et r, la plus 
grande des grandeurs : rayon d'action des forces ou longueur d'onde 
broglienne 1/mv) *). 

La fonction de Green retardée 


tr —2z, t—1) = —i0 (t —t) SpwlE (x, t), E (æ’, t°)], 
en Vertu de (4. 1.7), peut s "exprimer par l'opérateur statistique p (t) 
satisfaisant à l’équation (5.4.1) et à la condition initiale p (—c) — 
= W: 
GE? __ 6 Spp(t)£"(z) 

E (T— x’, t—t ) = TSF, tt). F0 ° (5.4.36) 
où le champ extérieur F (x, t) est lié au hamiltonien de l'interac- 
tion € k par la relation (5.4.2) et la dérivée variationnelle est déter- 
minée à l’aide de la formule 


p(+)— | d°z' dt 6F (x, Sp (0) (5.4.37) 


la 1) ÔF (x t') e 
Etudiant le comportement asymptotique a fréquence de la 
fonction de Green lorsque © & t”}, on peut utiliser l’opérateur 
statistique © (£; 1), p (t) = 0 (Ë; t) pour lequel on a le dévelop- 
pement (5.4.16) suivant les puissances de w. Comme © (&; t) dépend 
de F tant directement que par &. (la dernière relation est donnée 
par l'équation du mouvement (5.4.19), on a 
ôp (t , ’ ’ = 
Fe leo = | Brou(r)ho(z—x,1—t')+p(x", t—1'), (5.4.38) 
où 
__ 6o(t:t) ’ r, _ Ôo(T; t) 
Ca (x) = Ôta (x) F0? p (x L t—1i ) = ôF (x’, t’) F0 ° 


, ’ ô PE 
Ra (x — zx , d—1 = PL 


(5.4.39) 


*) Dans le cas classique le problème a été résolu par une autre méthode 
dans [32], [102]. 
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La dérivée variationnelle donnant p (x', t — t")h, doit ici être 
comprise dans le sens de (5.4.37), c’est-à-dire des fonctions de quatre 
variables x, { sont argument des fonctionnelles £, (æ, t), © (Ë:; t). 
Quant aux dérivées variationnelles qui déterminent les opérateurs 
Ca: elles sont données par 
Ôo(t;t 
0 (Li 1)= | Prôte (9) RE, (5.4.40) 
c'est-à-dire que les arguments de la fonctionnelle o sont constitués 
par les fonctions &, (x) dépendant seulement des trois variables 
x (t étant fixé). Malgré la différence des sens attribués aux dérivées 
variationnelles, nous utiliserons pour elles les mêmes désignations. 
Ceci ne prêtera pas à confusion, car dans les dérivées variationnelles 
du type (5.4.40) l'argument de la fonctionnelle et la variation de 
l'argument sont relatives à un même instant. 
Nous allons maintenant trouver les composantes de Fourier 
de la fonction de Green G:'? (x, t). À partir de (5.4.36), on obtient 
en vertu de (5.4.38) 


CE? (ke, ©) = ha (k, ©) Sp 6a (—k)E' (0)+Spp(—k, w)E' (0) (5.4.41) 
(les composantes de Fourier a (k, w), a (k) des fonctions a (x, t), 
a (x) sont données par les relations a (k, w) — | dx dia (x, 1) X 


X exp éi(ot — kæx), a (k) = [ ra (x) exp (—ikzx)). 


La formule (5.4.41) contient les composantes de Fourier ©, (k), 
p (k, w) des opérateurs inconnus 0, (t), p (x, t) et la composante 
de Fourier k,; (k, w) de la fonction inconnue h, (x, t). Quant à l’opé- 
rateur 6, (x) il peut s'exprimer en fonction de l’opérateur statistique 
grossier © (£) satisfaisant à l'équation (5.1.17) 

0 
o(E=p0()—i À dreFe{1V, a (t)1— 
6a (©) 


—i| d°x Sa) La (x; D} 67 4%0, (5.4.42) 


La (2; t)=iSpo(£)[V, Éa (æ)l: 


En effet, à partir de cette relation et de (5.4.15), on a o (Ë; t)r0 — 
— O (£). Donc, en vertu de la première des formules (5.4.39), on a 


__ { _ÿo () 
Ca (x) — eh: (5.4.43) 


où l'indice Ü signifie que la dérivée variationnelle est prise pour les 
valeurs d'équilibre de &, (nous avons tenu compte de ce que ëe 
prend des valeurs d'équilibre pour F — (). 
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Comme eïilzg (£ (x'))e-iPz = © (£(x’ + zx), où P est l’opéra- 
teur de l'impulsion du système (voir (4.2.33)), on a 
eroa(z')e "= 0 (x + x). (5.4.44) 


Nous allons maintenant obtenir une équation intégrale pour les 
opérateurs 6, (æ). Remarquons à cet effet que l’opérateur statistique 
6 (£; t) satisfait en vertu de (5.4.9), (5.4.10) à l'équation 
i00(b:t) ,. 60 (&; t) LES GY 
me de | Pr) La(t;l; t)= 

= [0 C6; 2)]+ IV (8), o(, #)]. (5.4.45) 


Compte tenu de la définition (5.4.39) des opérateurs et vu que 
a Ôo 
(La)o = (37%), 0 on à 


i | dz'og(z') [#pe (& — x) + Nsa (2 —x)}= 


= (Ho, Oo (t)I+ IV, Sa(x)], (5.4.46) 
Na (e—a)= (ETS) = iSpos (a) 1V, Éa(2)l 


(Æ ap (& — x’) est donné par la formule (5.4.5) ; la grandeur N,g (x — 
— x’) compte tenu de (5.4.44) est une fonction de la différence des 
arguments x et æ’.) Ecrite dans les composantes de Fourier cette 
équation est de la forme 


68 (k) {#80 (—k) + Na (—k)} = 
= —i[%4 0 Ca (k)]—i[V, a (k)]. (5.4.46") 
Comme 
0 
s Ï RE in LO (ze: D) = lo PO (E)] (5.4.47) 


(p‘® (£) est déterminé par la formule (5.4.13)) les composantes de 
Fourier des opérateurs 


0 pen. [OP (E) ; 
ce (x) = | AE le (5.4.48) 


satisfont aux équations 
lo (k), ol — 08" (k) Spa (—k) = LP (LC) fa (0; K), 


’ tp—ikx—ik'æ 3pt0 (0) 

Ga8 (#, k')= | dixdss'e ke ik Re De. (5.4.49) 
où LS (0) = Pÿ (x; EL) = — Lp(£°) est la valeur de Ly (æ; €) 
pour les valeurs d'équilibre des paramètres La —£a (nous avons 
tenu compte de ce que gp (60) = £# (8°) + Lg (£°) = 0). 
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En utilisant cette formule, on peut écrire l'équation (5.4.46°) 
comme suit 


2 SE (og (Re) — 08 (He)) e IPS (ÉC), = 


= ti V, 08 (k)]—0,(k) Ny8(—Kk)— 
— L, (9) a (0; K)}e Het (er. 


Puis en tenant compte de ce qu’ à partir de (5.4.13), (5.4.14), on 
a la relation asymptotique suivante 


eo og (k) 7 #0" —> e Too (k)e "#0", 


on obtient finalement pour ©, (k) l'équation intégrale suivante 
0 
Ga (k)= 08 ()—i À dre {IV 05 (k)]— 
— io, (k) Nap (—k)—iL, (0) 048 (0 ; k)}e "2er (e# CF), (5.4.50) 
Nos(k)=iSpos(—Kk)[V, Éx (0), ba (0) = ba (T)|æ=0- 
Remarquons que comme Sp 6 (£) êa (x) =£la(x), on a en vertu 
de (5.4.43) 
Sp 68 (t') Êa (T) = Oapô (T—x'). (5.4.51) 
Nous allons montrer maintenant comment on peut trouver les 
composantes de Fourier p (k, w) de l’opérateur p (x, t) (voir (5.3.39)). 
Dérivons à cet effet l’équation (5.4.45) par rapport à F (x, t”) 
pour & (x) fixes. Vu que © (ë; t) pour des valeurs d'équilibre de &e 
et F — 0 coïncide avec l'opérateur statistique d'équilibre de Gibbs w, 


on obtient, en vertu de (5.4.39), l'équation suivante pour les compo- 
santes de Fourier p (k; w): 


—iop(k; ©)+o2(k)Qa(—k; &)— 
= i[p(k; ©), Æol+ilp(k; w), Vl+iluw, E(k)], 
où 


ji " ôL 
Qa(k; w)— | dix dt eivtt-t")-ik(x—Kk?) EE), Le 


= iSpw[Ë(—k), Ée(0)}+iSpo(—k, w)[V, Éa(0)] (5.4.52) 
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(nous avons tenu compte ici de la définition (5.4.10) pour la gran- 
deur L). Remarquant qu’à partir de la relation (5.4.14) 


oo (Et; 1)e7 #0 —> po(Æ(—7T)6) 


T——00 


on a la relation asymptotique 
eo p(k, w)e 20" ——— 0, 


on obtient finalement l'équation intégrale suivante pour p (k, w): 
0 


pt, o)=—i | dre {V, p(k, &)]+IE(k), w1— 


—op(k, w)—is,(k)Q(—k, w)}e "#0. (5.4.53) 


Les équations (5.4.50), (5.4.53) forment un système fermé d'équa- 
tions pour la définition des opérateurs ©, (k) et p (4, w). 
Notons qu’à partir de (5.4.8), (5.4.39) on a 


Sp p (k, ©) É (x) = 0. (5.4.54) 
De plus, en vertu de (5.4.53), (5.4.44) 
ePr'p(x, the iPr=p(z+z", t). (5.4.55) 


(On a utilisé cette relation pour obtenir (5.4.52), on supposait alors 
que la grandeur (ôZL, (æ; &; t)/ôF (x', t'))o était une fonction de 
la différence x — x’.) 

I] nous reste à trouver l’équation donnant À, (k, w). À cet 
effet il y a lieu de se référer aux équations du mouvement (5.4.10) 
pour £, (æ, t). En procédant à la variation de ces équations par 
rapport au champ extérieur et en utilisant la définition (5.4.39) 
des fonctions k, (x, t) on obtient compte tenu de (5.4.46), (5.4.52) 


hole, D | dr (Ees(z—a)+Nos(a—2')}hs(a", 1) = 
= Qa(x, t). 


Le troisième terme dans le premier membre de cette équation est 
l'intégrale des collisions {L, (x; &) linéarisée au voisinage de l’état 
d'équilibre. Exprimée en composantes de Fourier cette équation 
s'écrit 


{—io — A(k) — N (k}}oshs (k, ©) = Qa (k, w).  (5.4.56) 


Les équations (5.4.50), (5.4.53), (5.4.56) sont un système d'équa- 
tions donnant l'expression asymptotique basse fréquence de la 
fonction de Green GE: (k, w) dans le cas où l'interaction entre les 
particules est faible ou la densité des particules est petite. 
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Nous allons montrer que les équations (5.4.56), pour les fonctions 
ha (k, w) se simplifient notablement si le hamiltonien de l’interac- 
tion entre les particules commute avec l'opérateur du nombre total 


de particules N. Notons à e effet que conformément à la définition 
(5.4.13) p® () = p® (f, u, w), on a la relation 
Up®(f, w, + Up (f, tretix, vpeit). 


où LU’, est un opérateur unitaire, Ur — exp it, qui correspond 
aux transformations de gradients U;,4 (x) U? = + (x) e-ix*). Comp- 


te tenu également de ce que [V, NI — 0, on obtient à partir de 
(5.4.50) l'équation suivante pour l'opérateur statistique grossier 


GC (t)= 0 (f, w, Ÿ): 
U;o(f, w, p)U;=0o(f, we*ik, pet). 


En dérivant cette relation par rapport à % et en posant alors # = ({), 
on trouve 


- : 60 (t) 60 () 
LŸ, o(t)]— { dr Re va+> | re or (a) — ch. 

(5.4.57) 
En remarquant qu'à l’état d'équilibre statistique $ = & = 0, il est 
facile d'obtenir, compte tenu de la définition de l’opérateur ©, (k), 
les formules suivantes 


LŸ. 0,,(k)1=0, LÀ, où (k)1= 08 (k), IP, où, (k)1= 20%, (k), (5.4.58) 


où Oy(k)—=0$+(—k), Ow,, (K) = Gix (—k), 6,,(k) sont les opéra- 
L 


teurs correspondant aux grandeurs &Q égales à Ÿ, w,, f.. 
A partir de (5.4.58), on voit que parmi les grandeurs We, 
seules sont différentes de zéro WVyy(k) — Na —k), Niue: (KR) 


ph» 


= ons ( —k), N;,,,(&). Considérons par exemple la grandeur 


Nave (E) — — iSpor(—k)[V, Ÿ* (O)1. En vertu de (5.458) on 
. Nyv(k)=iSpo;(—k)IV, I(0), NII.  Remarquant que 
Dé (0), N1= —ÿ (0), on a Nyng(k) = —iSpoy(—k)IV, ÿ* (0)]= 
—= — Ny-p (k), c’est-à-dire N'y (& } = 

Ainsi les équations (5.4.56) pour les composantes de Fourier 
ha(k., w)(&=fy, Ww,, %) s’écrivent 


—i(o—kv)h;,(k, SL Nip (k)h,,(&, &)=Q,(k, w), 
—i(o—e)h,(k, o)—Nys(k)hs(k, ©) —=Q$(k, w), (5.4.59) 


*) Ici et plus bas afin de ne pas confondre l'opérateur Ÿ et sa valeur moyen- 
ne Ÿ l'opérateur 14 est affecté du signe A. 
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— (D —Ep+xje — En-nr2) he, (k, o)— 2 Nue, (E)hw,.(&, &)= 

= Qu, (&, w), 
où ex —k?/2m, v— p/m (nous avons utilisé les formules (5.4.5) 
donnant #'ap(k)). 


On voit que si le hamiltonien de l'interaction V commute avec 
l'opérateur du nombre de particules, le système d'équations pour 
k; se décompose en équations indépendantes pour h;, h4 et hu, 
Remarquons que les équations pour »; et h,; sont des équations 
intégrales, et l'équation pour À, une équation algébrique. La solu- 
tion de cette dernière est de la forme 


iQ (Æ, &) 


hy(k, D = D: 


(5.4.60) 
L’équation pour les fonctions hk, dans la représentation des coor- 
données peut s’écrire 


0 0 ? ’ ? 
(+ ï —) h,, (æ, t)— | dx > N tn (x—x )h,,. (æ, t) ES 
p’ 


— Q, (x, t). 


L'intégrale figurant ici est en vertu de (5.4.46) l’intégrale des colli- 
sions L,, (x; f) linéarisée au voisinage de l’état d'équilibre statis- 
tique. C’est pourquoi cette équation peut être interprétée, comme 
l'équation cinétique linéarisée pour la fonction de distribution de 
Wigner avec les sources Q;, (æ, t) qui décrivent l'influence d’une 


perturbation extérieure sur le système. 

Revenons maintenant aux formules (5.4.41), pour la fonction 
de Green G£': (X, &). Si chacun des opérateurs £ et E’ contient 
un même Nombres d'opérateurs de champ'het t'on a 


“2 (k, o)= 2 h,,(&, &)Spo;,(—k)E (0) + 
+Spo(—k, w)E’ (0).  (5.4.61) 


En substituant ici la solution de l'équation (5.4.59) pour ,, (k, w), 
on trouve le comportement asymptotique des fonctions de Green 
dans le domaine des « et k petits. 

Nous allons encore montrer comment on peut trouver l'expres- 
sion asymptotique des fonctions de Green GYÿ}+ (#, w). Remarquons 


à cet effet qu’en vertu de (5.4.51), on a 
Sp ox (k) ÿ* (0) = Sp os, (&) Ÿ° (0) = Sp ox, (Æ) + (0) = 
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C'est pourquoi compte tenu de (5.4.52) on trouve 


Gr (k, w)=he(k, w)Spoy(—k)Ÿ (0)+Spp(—k, w)Ÿ(0). 
Vu (5.4.51), (5.4.54) on a Sp 64 (—k) + (0) —1, Sp p (—k, ©) X 


X 1f (0) = 0. C'est pourquoi, en vertu de (5.4.60) 


. iQu UE, a) 
FREE DE ee 

On voit que la fonction de Green à une particule G4#+ (k, «) 
a un pôle pour & = ex + iNyy (k). La partie réelle de ce pôle donne 
l'énergie d’une excitation élémentaire (ou d’une quasi-particule) 
apparaissant à partir de l’énergie d’une particule e, d’un gaz parfait. 
Quant à la partie imaginaire du pôle Im iN,4 (k), elle détermine 
la durée de vie de cette quasi-particule. 

Les fonctions Nes (k), Q4 (k, w) figurant dans (5.4.59) peuvent 
être obtenues à partir des équations intégrales (5.4.50), (5.4.53) 
pour ©, (k), p (k, w) par les mêmes méthodes que celles utilisées 
pour trouver les équations cinétiques dans les paragraphes 5.1.2 
et 5.2.2. 

Remarquons que l’on peut obtenir les résultats du présent para- 
graphe d’une autre manière, à partir de l'équation intégrale pour 
l'opérateur statistique grossier (4.2.11) et de l'équation de « mémoi- 
re» (4.2.17) [30]. 

Pour trouver l’expression asymptotique de la fonction de Green 
pour les pulsations w = Tt;!, il y a lieu d'utiliser l'équation intégra- 
le (5.4.15") tenant compte du caractère non markovien des processus 
cinétiques rapides. 

Soulignons que les équations (5.4.59), (5.4.60) s'appliquent au 
cas des systèmes de Bose normaux (c’est-à-dire non superfluides) 
lorsque + et w, sont nuls à l’état d'équilibre. Cependant la formu- 
le (5.4.61) peut également être utilisée pour trouver l'expression 
asymptotique des fonctions de Green des systèmes de Fermi nor- 
maux (c’est-à-dire non superfluides). Par contre, pour trouver l’ex- 
pression asymptotique de la fonction de Green du type Gÿy+, même 
pour un système de Fermi normal, il faut introduire l'interaction du 
système avec des champ extérieurs anticommutants. Nous n'allons 
pas nous arrêter sur ce problème. 

5.4.4. Equations intégrales pour la définition de l'expression asymptotique 
basse fréquence des fonctions de Green d’un système de Bose dégénéré. Dans le 
paragraphe précédent nous avons obtenu des équations intégrales pour les opé- 
rateurs ©, (x), permettant de trouver l'expression asymptotique basse fréquence 
des fonctions de Green d'un système de Bose normal. 

Il est facile de modifier ces équations de sorte qu’on peut trouver l'expres- 
sion asymptotique basse fréquence des fonctions de Green et des systèmes de 
Bose dégénérés, c’est-à-dire des systèmes doués de la propriété de superfluidi- 
té [94]. Pour ces systèmes la valeur moyenne de l'opérateur 4 n'est pas nulle. 
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En effet si conformément à la méthode des valeurs quasi moyennes on prend 
pour l'opérateur statistique de Gibbs l'opérateur statistique 


cs exp {08 (ot—un+v | ar (f(a)+êr (en), 


la valeur quasi moyenne de l’opérateur Ÿ sera égale à 


se : À # no 1/2 
= |] l S = y ’ 
(= lim lim Spu, ÿ()= (5e. 


où n,/7° est la densité des particules d’un condensat de Bose (pour que la gran- 
deur {Ÿ} soit positive. il faut faire tendre v vers zéro du côté des valeurs négati- 
ves, voir le paragraphe 6.2.3). 

Soulignons que l'opérateur w, ne commute pas dans le sens des quasi- 
moyennes ni avec le hamiltonien du système &f, ni avec l'opérateur du nembre 
des particules HV, c'est-à-dire {| €, p+*(æ) ...d(x,)]} = 0, EN, 4* (x) . .. 
...b(x,)]} 3 0. Cependant l'opérateur w, commute dans le sens des valeurs 
quasi moyennes avec l'opérateur & — uN = à’ 


SUN, ÿ+ (21). b(zn)]}=0, (5.4.62) 
car 


v À 8e Air (+ (@) Pt (a) fer) —— 0 


Dans le paragraphe précédent, les fonctions de Green des systèmes normaux 
étaient déterminées par (5.4.36), où l'opérateur statistique p (t) satisfaisait 
à l'équation (5.4.1). il était alors Ssentiel: que la distribution de Gibbs commu- 
tait avec le hamiltonien #. Pour des systèmes de Bose dégénérés, il est commode 
de définir les fonctions de Green un peu différemment, soit 


GC (x— x", t—t)— 


= — 10 (er) AD (me PE, EGœNl, (54.63) 
où SE —  — uW. Pour une telle définition des fonctions de Green des systè- 
mes de Bose dégénérés, les résultats du paragraphe précédent, où l’on ne suppo- 
sait pas que ÿ = &,, = 0, seront également vrais pour des systèmes de Bose 
dégénérés, il suffit de supposer que l'opérateur statistique p (t) satisfait du point 
de vue formel à l'équation 


PO 15 + Sp (1), p (1 (5.4.64) 


au licu de l’équation (5.4.1). En particulier, la relation (5.4.36) existant entre 
la fonction de Green et la dérivée variationnelle de l'opérateur statistique : 


__ GSpp(t)E"(z) 
__  ôF(x’,t") |r-0 


se conserve. En vertu de (5.4.62), le « hamiltonien » €’ == € — uN\N commute 
PR le sens des valeurs quasi moyennes avec l'opérateur statistique d'équili- 
re 1. 
En vertu de (5.4.64) par l'opérateur V dans les formules du paragraphe précé- 
dent on doit maintenant comprendre non pas l'opérateur de l'interaction entre 
les particules, mais l'opérateur 


V= Sint—uN, (5.4.65) 


#2 (a—x", t—t) 
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où int est le hamiltonien de l'interaction entre les particules. Dans les 
équations intégrales (5.4.50) pour les opérateurs o,, entrent les opérateurs 0%’, 
qui à leur tour sont donnés par l’opérateur statistique p@(£) (5.4.13) 

pe) (L)= exp (Qo—6), 


G= (+, Yh)+ (0, X) + Ch, XD, Z)+ b, Zb)*, 


où 


(é+, YŸ)— | Brdz Ÿt (x) Y (x, z')Ÿ(z"), 


GB, 2)= | ete) X (a @ 2h |éradte"$ (æ) 2e, 2°) 8 (a. 


(Les fonctions X (x), Y (x, x’), Z (x, x’), vu les relations SP pEO(L)Ë (x) = Lx), 
sont données par les grandeurs &,, (x).) 11 est évident qu'il existe l'opérateur 
unitaire U, tel que 


Ub(z)U*=D(z)+C(x), UŸt(z)U*=Ÿt(z)+C* (x),  (5.4.66) 


où C (x) est une fonction c-numérique arbitraire de x. Cette fonction détermine 
l'opérateur U. 
11 est facile de voir que si l’on prend C (x) de telle sorte que 


X+C*Y+2ZC—=0, X*+HYC+H2Z*C* = 0 
(la seconde de ces équations est une conséquence de la première, car le noyau 
Y (x, x’) est hermitien, Y* (x, zx’) = Y (x’,zx)), on obtient 
UGU*= —(C*, YC)—(C, ZC)—(C, ZC)°+ (ht, Yh)+(Ÿ, Zd)+(h, Zpÿr. 
C'est pourquoi 
po = UpO () U+=exp{Qs—(p', Yh)—(ÿ, ZŸ)—(b, Zh)*}, (5.467) 


où Q5 = Ro+(C*, YC)+2Re (C, ZC). Remarquons que Sp pt (E) 4 (x) = 
= (x), par conséquent 


b (z)= Sp Up () U+UŸ (x) U+= Sp pO (b (x) + C (x)). 


On a donc C(xz)—w(x). On trouve alors Sp p«of, (æ) et Sp po, (x). À cet 
effet, on introduit les fonctions de corrélation g,(x) et F, (x) : 
=, + (avérrge(z +4) (2-2), 

(5.4.68) 


v, (=, (+ [ave (se + 2) 6 (x 4). 


En remarquant que Sp pt (©) Fe (x) = £a (x) on a en vertu de (5.4.67), (5.4.68) 
Sppof,(æ)=8, (x) SPP, (z)=, (x). 
A partir de ces formules et de (5.4.67), on a pt) — pt) (g, œ), donc 
PO (E)= Up (e, q)U, (5.4.69) 
où U æ U (Ÿ, *) est donné par les formules (5.4.66) dans lesquelles au lieu de 


C (x) on doit substituer la fonction 4 (x). | 
Ainsi la relation existant entre l’opérateur statistique pt (£) et et 4” 


s'écrit sous la forme d'une transformation unitaire U, quant à l'opérateur 
pO(g, p), il ne dépend que des fonctions de corrélation 8, (x), P (z). 
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Les équations (5.4.50) contiennent la dérivée variationnelle de p©@ (£) par 
rapport à & (x), c'est-à-dire par rapport à 4 (x), f, (x) et w,, (x). C’est pourquoi il 
faut connaître la variation de l'opérateur unitaire U par rapport à % et +*. 
Remarquons que l'opérateur U étant unitaire U, ÔU-U+ = — UôU*+,ona en 
vertu de (5.4.66) 


[ôU-U*, P(z)=6p(z), [60 -U*+, ÿ* (z)]= &b* (x). 
D'où il découle en vertu des relations de permutation canoniques (2.2.19) 
ôU = | dBz (6 (x) Ÿ (x) — Bb (x)-Ÿ* (z)) U. (5.4.70) 
Compte tenu de (5.4.69), on a donc 
164000 Ole. = U* Ipt® (8, p), ÉU-U*TU= 
=u* | dir {6 (æ) lt (z), PO (8, q)]— 6b* (x) LP (x), PO (g, g)]} V, 


où [ô% pt (ro désigne la variation de p@ (©) par rapport à et#* pour 8, (&), 
æ, (x) constants. En vertu de la dernière formule et de (5.4.69), on a 


0) (>) \0 _ % 

(RS) = 9 (æ)= 0 (Ÿ* (2), PO (e, I] Us 

60 © : = g0 _ (0) + 
( 5" (x) ). = ÿ* (z)= 0} (z)*, Pr 
ôpt0) (5) L = 50 ()=U# ôptO (g, p) ü, 4. 

Ôp,(z) /e,%  V» " Ôp,, (x) 

Op) (E) 10  _—,,, 1 rs OPO (g, p) ,. 

Ô8,, (x) ), ST Ôe,, (x) Le 


(l'indice 0 près de la dérivée variationnelle et de l'opérateur U signifie que les 
grandeurs correspondantes sont prises pour les valeurs d'équilibre de En Pp 


et ). 
Nous allons maintenant trouver l'opérateur U,. A partir de la formule 
(5.4.70), on a 


OO À a (pt (2) Ÿ (2) Ce) D (2) Cp, A. 
Remarquant que U (0, 0) = 1, on obtient 
D (bn )= exp | dx (* (a) Ÿ (2)— 4 (e) Ÿ* (æ)) 


Comme UŸ(z)U*=ÿ(z)+#(xz) et P(z)|0)—0, on a 
Ÿ (x) U* 10) = (æ) U+ 10), (5.4.72) 


où | 0 ) est le vecteur d'état du vide. On voit que l’état U+]| 0 ) est un état 
propre de l'opérateur + (x), appartenant à l’état propre Ÿ (x). Cet état est appelé 
état cohérent. 

A l'état w la grandeur + ne dépend pas de x et est égale à (rn#/7°)1/2. C'est 
pourquoi 


Uo = 6XP no 1/2 (&o — af), (5.4.73) 
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où a, et aÿ sont des opérateurs d’annihilation et de création des particules de 
condensat. Notons qu'en vertu de (5.4.72) aQU$ | 0) = aj ®U,+] 0). 
Revenons aux formules (5.4.71). Elles déterminent les dérivées variation- 
pelles de p(® (£) par rapport à w (x), 8, (x) et @, (x). Les équations intégrales 
(5.4.50) contiennent les grandeurs 0° qui sont les dérivées variationnelles de 
p® (©) par rapport à + (x), f, (x) et w,, (x). C'est pourquoi, il y a lieu de trouver 
une relation existant entre 049 et 04. L'ensemble des fonctions Î, (x), w, (x), 
wS (x), 4 (x), p* (x) est désigné par & (x). Désignons par Le (x) l'ensemble 
des fonctions Ep (x), Pp (x), p} (æ), D (x), Ÿ* (x). La relation existant entre 


f, (æ). w, (æ) et &,, (x), @, (x), 4 (x), Ÿ° (x) est donnée par les formules (5.4.69). 
Il est évident que 


oO (x) = | Œz'of (x) Rpa (zx — x), 
g{0) (z) = | dSx"of (z°) Rpk (z'— x), 


6tg (z') oi. ôts (x) ), 
R se |) , Riz —-2)=|—=— 
re ( ÔSa (Z) ) | 4 ôCa (x) 
où l'indice O pee de la dérivée variationnelle désigne comme précédemment sa 
valeur d'équilibre. 


Introduisons maintenant au lieu des opérateurs o, (k) figurant dans les 
équations intégrales (5.4.50) les opérateurs ©, GR): 


Où Ra (K); Rba (k) sont les composantes de Fourier des fonctions Ra (&), 
1 


RBa (x). En vertu de (5.4.50), ces opérateurs satisfont aux équations intégrales 
suivantes 


0 
Ca (k) = 60 (k)—i | dre 0° {[y, og (k)]— 
— io, (4) Nys(—H)—iLy (69) 02 (0; k)}e ee (A Ce (5.4.76) 
où V = int — UN, 
DS (k, k’)= | dr Mr'ertee tee qi (z, z’), 
_ | 6300) (0) 
«0 — _ — 
og (x, æ') ( En (x) &e ee 


et les grandeurs , N, L sont liées aux grandeurs #, N, L par les relations 
suivantes 


FE (= RH (RAR, N(H)=R(E) N(k) R-1 (D), 
L (9) = L (E®) R-1 (0). (5.477) 
ll est facile de voir à partir de (5. 4.50), (5.4.75) que 
Nas (k)=1Spop(—M{V, ta (0h Le (t)=1Spw[V, É (O) 
Ta (O=ta(tloncr a «= | Pr Rap(z—2") ès (z'). 
20-0393 


(5.4.78) 
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La matrice Mie (k) et par conséquent la matrice 4°, 8 (k, %) commute avec la 
matrice Reg (K), 


RÂ=HXR, RA(tT)=% (t)R. (5.4.79) 
En effet, en vertu de (5.4.78), les composantes de Fourier ba (k) et 2. (k) des 
opérateurs a (æ) et £a (x) sont liées entre elles par la relation suivante: 
ba (k) = Rap (k) Ée (k). D'un autre côté, en vertu de (5.4.5), pour les opéra- 


teurs £e (k) on a la formule & (k) = i [So Éa (k)] = ap (K) CB (k). C'est pour- 
quoi on a 


ou (K) = i[Æo La (= (AR (&)  (k) À: (Has Ce (4) = F'a8 (k) Les (X). (9.4.80) 
Vu l'expression explicite des operateurs La (&) (voir (5.4.78)) : 
= 2 1/2 n 2 
= (+5) | aude (ie (24 L)+6(e-2)), 
(5.4.81) 
2 ps 1/2 _ # 
2,=0, (+) avt ($(z+h)+i (2-2 )), 
Ÿ (2)= Ÿ (x) 


on a immédiatement 
Ta (x) = i[e re (x)] = | BL 08 (z—z')te (x'). 


Comparant cette formule avec (5.4.80), on obtient l'égalité #° = '. Cette 
relation démontre les formules (5.4.79). 

Nous allons transformer maintenant les équations (5.4.56), (5.4.53). Intro- 
duisant les fonctions 


ha (k, &)= Rap (E) kg (k, w), Qa (k, W)= Ra (K) QB(k, w), (5.4.82) 

on obtient en vertu de (5.4.56) 
(—10— (k)—N (k)}as Ag (k, ©) = Qu (k, w). (5.4.83) 
La grandeur Qu (k, &) est, de toute évidence, liée avec p (k, w) par la relation 
Ga (k, w)=i Spw(Ë (—4), La (0)]-+iSpp(—K, w)[V, Ex (0), (54.84) 


où l'opérateur p (k, w) est donné par l'équation intégrale (5.4.53) qui en vertu 
de (5.4.82), (5.4.75) peut s’écrire comme 
0 


p(k, w)=—i | dre 0" (7, p(k, &)]HIE(R), w]— 


— op (k, &)—i0n (6) Qa(—Kk, w)}e "0, (5.4.85) 


Il est facile de voir que la formule (5.4.41) donnant la fonction de Green 
$e(k, &) est maintenant remplacée par la formule 


SEE, ©)= ha (K, ©) Sp Ga (—H)É (0)+Spp(—K, &)É (0). (5.4.86) 
Remarquons qu'en vertu de (5.4.51), on a les formules 
Sp Ga (2) Cp (z')=6a80(2—2'), Sp a (2) Ég(z')= RL (æ’—x). (5.4.87) 
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5.4.5. Fonctions de Green dans le cas d’une interaction faible entre les qua- 
si-particules. Dans le paragraphe précédent nous avons établi les équations inté- 
grales pour les opérateurs ©, (k) et p (4, w). Connaissant ces équations, on peut 
en principe trouver les fonctions de Green $:?? (k, w). On peut résoudre ces 
équations par la méthode de la théorie des perturbations dans le cas où l'interac- 
tion entre les particules est faible. Cependant une telle théorie est dénuée de 
sens physique pour des systèmes de Bose dégénérés, car son approximation zéro 
correspond à un gaz parfait de particules et non de quasi-particules. Le cas de 
l'interaction faible entre les quasi-particules et non entre les particules est parti- 
culièrement intéressant. C’est pourquoi on doit transformer les équations inté- 

les (5.4.76), (5.4.85) de sorte à élaborer une théorie simple des perturbations 
asée sur l'hypothèse que l'interaction entre les quasi-particules est faible. 

La forme du hamiltonien (3.2.4) et le spectre des quasi-particules (3.2.19) 
montrent qu'il y a lieu de considérer que v (k) est le paramètre petit de la théo- 
rie des perturbations. La densité des particules du condensat doit être inverse- 
ment proportionnelle à v (4), n9 — v”? (k) (le potentiel chimique pu est détermi- 
né par la grandeur n4). Ainsi il s’agit d'élaborer une théorie des perturbations 
dans laquelle la grandeur n, v (k) n’est pas petite malgré que v (k) le soit. A cet 
effet, au lieu des opérateurs ©, (k) on introduit les opérateurs 07, (k) 


0! (k) = Uo0a (#) Uÿ. (5.4.88) 


En vertu de (5.4.76) ces opérateurs satisfont à l'équation 


0 
où, (k)= 09” (K)—1 | are SE 0" {[y”, 04 (k)]— 


_ = ; —i L(—k 
—i0!, (ke) og (—4)—1L, (69) of" (0, Hje 60 (AE (54.80) 
où o{9” (k) sont les composantes de Fourier des opérateurs 0‘) (zx), 
Gi) (z)= 0" (z)*= [D (x), po (8, p)], 


RUN. Meet __ [ SP (g, p) ro [ 69 (g, p) 
ce, ()= 08%, (x)* = 7, @) (a) | o" ce, (x) = ee) , 
og" (k, k')= 0,07 (k, k') Uf. (5.4.90) 


et V’= UQVU$. Si pour int on prend le hamiltonien de l'interaction binaire 
introduit dans 3.2.2, on peut décomposer V’ en deux termes V’ = V, (n,)+ 


+ Vert (no), où 


eo 
no 


Vin) D v(H)(atai-atati)+ch.+ v (0), 
1:40 
(5.4.94) 
Ver (no= —(n 22 v(0)) D ata+ni2vs+v. 


1-0 


et Vs, V, sont donnés par les formules (3.2.4) (à la limite 7° —+ on peut négli- 
ger la mode 1 == p, — 0, car pour l'opérateur statistique p(® (g, @) on a la rela- 
tion Sp p® (8, ) ao = 0). 


20% 
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Vu la décomposition de V” en deux termes, on peut également écrire la 
grandeur Wap (k)= i Sp 68(—k)[V, Lo (0)] = i Sp og(—k)[V’, 6, (0)] sous la 
forme de deux termes 

Nas (k)= Nop ()+ Nes (K), 
Nos (= iSpog(—Kk)[Vi (no) 6, (O0) (5.4.92) 
Nép = Sp 08 (—Rk)[Vére oh Lg (0) 


où & (x) = Uobe (x) U$. En vertu des formules (5.4.81) l'opérateur dà diffère 
de l'opérateur © d’un certain c-nombre. Comme [V4 (no), & (0)] est une cer- 
taine forme quadratique par rapport aux opérateurs a, a* pouvant toujours 
s'exprimer en fonction des opérateurs L&(z), on a en vertu de (5.4.85) 
Sp 04 (—) [Vs, Ée (0)1= Sp of (—#)[Vs, La (0)]. C'est pourquoi les formu- 
les (5.4.92) peuvent s'écrire comme 

No (&)=i Sp of" (—K) [Vs (no), La (0), 


2 5.4.93 
Nes = à Sp 65 (— 4) (Vég (ro), És (O)- SL 


11 y a lieu de transformer l'équation (5.4.89) de telle sorte que dans l’exponen- 
tielle exp & ié£ 7 au lieu du hamiltonien des particules libres #, on ait le hamil- 
tonien des quasi-particules 9 (no) = 0 + Ve (no). A cet effet, tout comme 
dans le paragraphe 5.2.1, on doit utiliser une formule du type (5.1.18"). A savoir, 
si 


0 ‘ 
Bo = | drenteiHt pe iHT (M )3a 
ou plus simplement 


0 
B=— | dreneiHt4,—iHtetM (5.4.94) 
— © 


où À, est un certain ensemble d'opérateurs agissant dans l’espace hilbertien des 
vecteurs d'état et M une matrice c-numérique agissant sur l’indice &, l’ensemble 


des opérateurs À, satisfait aux équations intégrales 
0 Le 
B=— | areMeiHot{ A; [W, B]— Bm}e-tHotetMo, (5.4.95) 


— œ@ 


où # = Ho+ W, M = Mo + m, la décomposition de À en A, et Wet de M 
en M, et m étant arbitraire. Cette formule peut être démontrée d'une manière 
analogue à (5.1.18°) et nous ne donnerons pas ici cette démonstra- 
tion. 

En posant dans (5.494) B—i(0°—0ot°), =, M=#(—h), W= 
= — Vino), m——N°(—k), À étant l'opérateur entre accolades dans l’ex- 
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pression de o’, on obtient au lieu de (5.4.95), (5.4.89) la relation 


0 
Lo, (00 ()= À drenteirHa {[V a (ne), 0j (I — 


—i0, (4) Nip(—k)+[Vs(no), 0ÿ7 ()1— io" (k) No (—#)— 


UD(—-RIHNO-K)) ASE 
pare ’ 


—iL, (E) ot% (0, Æ)}(e (5.4.96) 


+ Aa = ÂA'o + Vs no) est le hamiltonien des quasi-particules libres (voir 
.2.11). 
Remarquons maintenant que l'équation (5.4.47), où Z%(x; à) = 


— iSpp(9) (2) [,, La (x)]}, est vraie indépendamment de la structure concrète de 
l'opérateur ’,, il suffit que cet opérateur &, soit une forme quadratique par 


rapport aux opérateurs a, a*+ (l’opérateur [#,, É (z)] s'exprime alors linéaire- 


la.) 


ment en fonction des opérateurs &,, (x)). Entendant dans (5.4.47) par €, l’opé- 
rateur V:, on peut alors écrire la relation 


0 » 
(it, pois À ae RD à sp 06 (12 (no), En (al 


En faisant varier cette relation par rapport à <a, () et en remplaçant les gran- 
deurs &, (z) par leurs valeurs d'équilibre, on obtient en vertu de (5.4.90) 
[VS (mo), 0$9 (K)]= iot®)" () N9g (—k)— 019" (0: K)-Spuw(ns)[V3, Éy (0). 
C'est pourquoi l'équation (5.4.96) s'écrit 
0 


SA (K)= 087 (K)— i | dre PE a (Ver mo), 08 EI — 


— oi, (E) Nig(— A) — D, (0) 09" (0, K)) (PT Tu ea, (54.97) 
SC" (k)= SE (k)+ N° (k), Li, (69) = à Sp w (no) [Vérr (oh La (0)]. 


Dans cette équation le hamiltonien des quasi-particules #, n'est pas dia- 


gonal par rapport aux opérateurs a, a+, et la matrice 4°” (—k) « combine » les 
composantes & = 4, g, . Pour écrire l'équation (5.4.97) sous une forme dans 
laquelle le hamiltonien des quasi-particules est diagonal par rapport aux opéra- 


teurs a, a+, et la matrice c’”’ ne « combine » pas les composantes de 6, (&œ = 
— 4, g, p), introduisons au lieu de o?, (k) les opérateurs ©, (k) 
Ca (k)= V0 (K) U*Aga (—), (5.4.98) 


où U est l'opérateur unitaire introduit dans le pere aphe 3.2.2, qui diagonalise 
le hamiltonien des quasi-particules (voir les formules (3.2.12), (3.2.13)) 
et A,g (k) une matrice déterminée par la relation 


Ab (&)= Sp Uoÿ (—k) U*Ca (0), 
ou, ce qui est équivalent, par la relation 


SP Ca (k) êg (0) = 6x (5.4.99) 
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Les opérateurs Co (Æ) satisferont alors, en vertu de (5.4.97), aux équations sui- 
vantes 


0 
A (k) = 01° (k) — i | dreme "a {Port (no), 08 (k)]— 


10, UN yp (— 2) — ÎL (9) 09 (0, 19) (À ge ea, (5.4.100) 
où Vert (no) = UVép (no) U* et 
09 (k)= Vo" (k)U*Aga (—k),  L(&°)= A1 (0) L’ (6°), 
N(b=A (HN (DA, Æ(b=A (HA (HA,  (5.4401) 
Cab (k, k')= 0%, (k, k') A. (—K) Ag (—#) 
et $C. = US qU*= S'oatai+ E, est le hamiltonien des quasi-particules li- 
bres, diagonal par us aux opérateurs a, at (voir (3.2.12)). 


Il est facile de voir que la matrice &# (k) ne « combine » pas les composantes 


&p° Pp Ÿ. En effet lal matrice # ’ (k) en vertu de (5.4.97), (5.4.93), peut 
s'écrire comme *) 


Ag (K)= iSp og (—k) [SE q Va (0)]= 

= i Sp Uog(—#) U*[Sg Ua (0) U*]. (5.4.102) 
Remarquons maintenant que l'opérateur Uta (k)U+ est quadratique par rap- 
port aux opérateurs &, a* et, par conséquent, peut s'exprimer sous la forme 


d'une combinaison linéaire des opérateurs te (k), Ut (k) U+— ap (k)?p (k)+ 
—+ca (Ca étant des c-nombres). En vertu de (5.4.87) 


Sp 06 (—K) Éx (k') = (27) 686 (k—k"), Sp og (—k)=0, 
c'est pourquoi en utilisant la définition (5.4.99) des grandeurs Acg(k) on 
a Asp (K) — Aap (k). Il en résulte 
1 (gs UËa (k) U+]= (A () " () AT (K))ag (U Ts (E) U*— cp}; 
où ä" (k) est donné par la formule 


(Hg La (k)]=X 4 (E) Ég (Ke). (5.4.103) 


Comme = D Oietai+ En la matrice &’(k) ne ecombine» pas les 
1 


composantes g,, Pr Ÿ. En substituant l'expression de à CA U Ga (K) U*] 


*) Dans cette formule et dans les suivantes on entend par 6 (0) É(z)| 0) 
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dans (5.4.102) et en remarquant de nouveau que Sp og (k)=0, Sp op(—Kk) X 
KÉa(&')=(27) 8apô(k—Kk'), on obtient %’(k)—A(k) À’ (k)A-1(k). En 
comparant cette formule avec (5.4.10{), on voit que ÀÆ'(k)=S% (k) et 


par conséquent la matrice  (k) ne ecombine» pas les composantes 
£, Ph Ÿ comme affirmé ci-dessus. 
A partir de la relation U£a(k) U*= Aoplg(K)t-ca et de (5.4.101), on 
voit également que 
Lo (&)= i Sp & (no) [Vert (no), Éa (0) & (no) = Uw (ne) U+, 
Nas (K)= i Sp 68 (—K) [Vert (ro) Ca (0)]. 


Nous avons obtenu une équation intégrale pour les opérateurs Ga (&). 
Pour trouver la fonction de Green £{*?(k, w) il faut connaître encore l'opé- 


rateur p(Æ, w) vu l’opérateur p (&, &), lié avec ce dernier : 


(5.4.104) 


P(K, w)=UU,p (k, w) UEU*. 


Il est facile de voir à partir de (5.4.85) et de la relation (5.4.95) avec M = Mo = 
= 0 que l'opérateur p (k, w) satisfait à l'équation intégrale 
0 
PK, &)= —i Î rente Fa {[Perr (no), PU, W)]— 
= a ee — ed ide T 

—0p(%, w)+[E(&, no), w (n0)]—iOa (K) Qu (—K, w)}e T,  (5.4.105) 
où E(k;n,)=UU,E(k) UU*, la grandeur Qc (&, w) étant donnée par la for- 
mule suivante 
Qa (&, w)= AGE (&) Os (&, w)=iSpw(ns)(E(—K, no), Ca (0)]+- 


+1 Sp p (—K, &)[Verr (no), Éa(0)]  (5.4.106) 


et w(n)=UUQwURU+. Les composantes de Fourier des fonctions de Green 
&E't (%, w) sont égales en vertu de (5.4.86) à 


GEL (&, w)= ha (R, &) Sp Ga (—K)E (03; ro) +SpP(—K, &)E (0, no) 


E'(æ; n)=UU,E (z)UEU*, h(k, ©)=A 1(k)h(k, w). 
Vu (5.4.83), (5.4.101), les fonctions À — Ah satisfont aux équations 


(—iw—& (k)— N (K)}op hp (&, &)= Qa (KE, w). (5.4.108) 


Les équations (5.4.100), (5.4.105), (5.4.108) permettent d'utiliser la théorie 
des perturbations pour trouver 0, (k), p (k, w), À (k, w) dans le cas où l'interac- 
tion entre les quasi-particules Vers est faible (c’est-à-dire que v (k}) est pente 
mais la grandeur n, v (k) n'est pas petite. On peut ainsi, en vertu de (5.4.107), 
trouver également Îa fonction de Green SEÈ (k, w) en approximation ciné- 
tique pour un gaz de quasi-particules. 

Jusqu'à présent, nous avons envisagé le cas où l'interaction entre les quasi- 
particules était faible vu la petitesse de la grandeur v (k). Considérons mainte- 
nant le cas où l'interaction entre les quasi-particules est également petite, ce qui 


(5.4.107) 
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est due cette fois non pas à la petitesse de v (k), mais à la petitesse du rayon d’ac- 
tion des forces r, par rapport à la longueur moyenne d'onde de de Broglie des 
quasi-particules À, et par rapport à la distance moyenne entre les particules du 
condensat (7°/n0)!/3, r5 & 4, (7°/no)!3. On peut utiliser une méthode analogue 
à celle du paragraphe 5.2.3 pour le développement quantique du viriel pour les 
équations cinétiques des systèmes normaux. 

Revenons à l'équation (5.4.76). En utilisant la formule (5.4.94), on obtient 
en vertu de (5.4.95) 


0 
Ca (K)=0ù (k)—i | dre dE {[V, 6° (k)]— 
—i0Y” (Æ) NB (—k)—iL, (£9) Oh (0; k)} AA CRHNC-D) ei, 
(5.4.109) 


où © est le hamiltonien total du système. Puis nous allons tenir compte de 
ce que 


[or 00 (k)] = i08 (k) pal —#)—1iLp (E) oBx (0, K) 


(voir (5.4.49) et (5.4.74), (5.4.78)). En utilisant cette égalité, on peut écrire 
(5.4.109) sous la forme 


0 
- 2 0 RE 7 PR UT 
Ga (&)= 0œ (K)— | dent lt Gp”? (ke) eIDET (EUECCEIEN CRD), 


d’où en intégrant par parties, on obtient 


0 
9 (k)=1 À arent DB ue (ge) ed UC RON CI, (5.4.110) 


Cette équation permet de trouver ©, (k) si l’on connaît N (k). Pour trouver 


Nep (&), on utilise la formule (5.4.78) à partir de laquelle on a conformément 
à (5.4.110) 


0 
Nas (k)= in | dre Sp oÿ (—k) ei TV, La (0) EF (A CU CRD) 


(5.4.111) 


Cette équation contient une seule grandeur inconnue W (k) et peut être résolue 
par la méthode de la théorie des perturbations si la densité des particules du 
condensat est petite (le rayon d'action des forces doit alors être petit, non 
seulement par rapport à la distance moyenne entre les particules du condensat, 
mais également par rapport à la longueur d’onde de de Broglie des quasi-particu- 
les). Au paragraphe suivant, nous allons revenir à la résolution de cette équa- 
tion, ici nous allons obtenir l'équation pour p (k&, w), @, (k, &). 

En utilisant les formules (5.4.94), (5.4.95), avec M = M, = 0, il est 
facile d'écrire l'équation (5.4.85) pour p (4, w) sous la forme 


0 
pu, ui | dreét((È(), w1—wp(e, w)—16a (6) Qu (—H, 0) 75, 


(5.4.112) 
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où la grandeur @e (&, w) est liée à p (k, ©) par la relation (5.4.84). Cette équation 


permet d'utiliser la théorie des perturbations pour trouver Q@, (k, w) et p (k, w) 
dans le cas où le rayon d'action des forces entre les particules est petit. 


Connaissant les eus N et Q on peut trouver à son tour la grandeur À 
(voir (5.4.83)) et par là même la fonction de Green SEE, &). 


5.4.6. Fonctions de Green à une particule des systèmes de Bose dégénérés en 
approximation cinétique. Nous allons maintenant passer à la recherche des fonc- 
tions de Green à une particule des systèmes de Bose dégénérés Éyry (, ©). 


Spot; w) en approximation cinétique. Ces fonctions sont données par les 
formules 


ES (æ, = —10 (0) 41 tr (r)e Et, (071$, 
(5.4.113) 


SD (œ, = — 10 (8) 4 el (me EL, G (0)1r. 


Tout comme dans le paragraphe précédent, nous allons supposer que l’inte- 
raction entre les particules est faible. Cette interaction est décrite par le hamil- 


tonien Vers contenant en vertu de (5.4.91) des termes proportionnels à nd/ 2v (k) 
et à v (k). Comme nous l'avons déjà remarqué, la grandeur n, est supposée être 
inversement proportionnelle à v (k); c’est pourquoi les termes proportionnels 


a ni/2 v (k) (ces termes forment le hamiltonien V,) contiennent en fait v (k)1/=. 
Ainsi, nous avons dans notre problème un paramètre petit proportionnel 
à v (k)!/° que nous désignerons par À. Le hamiltonien V, sera alors proportion- 
nel à à, et le hamiltonien V, proportionnel à À° (voir (3.2.4)). 

Nous allons montrer que les fonctions de Green (5.4.113) peuvent s'expri- 


mer par deux fonctions ky (k, &), Rs (k, w) déja introduites, soit : 


SE, w)=shp,hy(k, w)+chp,h,. (KE, &), 
(5.4.114) 
AU (k, w)=ch Ph (%, &)+sh pyhy (x, w), 


où p, sont des grandeurs qui déterminent une transformation unitaire (voir 
(3.2.13), (3.2.14)). Remarquons à cet effet, qu’en vertu de (5.4.54). (5.4.99) 


Spp (k, ©) Ÿ = 0, Spa, (k) Ë8 (0) = 6ug- Puis, compte tenu de (5.4.107) et 
vu (3.2.12), on obtient les formules (5.4.114). 

Les fonctions hr hs sont données par les équations (5.4.108) et peuvent 
être trouvées dans le cadre de la théorie des perturbations suivant le paramè- 
tre À. En approximation zéro par rapport à À les grandeurs N,,8 (k, w) figurant 
dans (5.4.108) sont nulles Vas — 0. C'est pourquoi les équations (5.4.108) pour 
hy et hs en approximation zéro peuvent s'écrire comme 


—i(o—0,)hp(%, w)=Q4(&, w), —i(o+o,)h,.(K, w)= Qu (K, &) 


e 
os 


(on a tenu compte de ce que Æyp(k)=—i04, pepe (K)=i0, en vertu 
de (5.4.404)). 
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Remarquant que Spw (no) D = 0, il est facile de voir que conformément aux 


formules (5.4.106), (5.4.54) les sources Qu (k, w) pour È — Ÿ sont données par 
les formules suivantes: 


Qo UK, w)=i Sp p(—k, «1, b(0]—ish, 

Que UE, w)=iSpp(—K, w)[Va, p+(0)]+ich,, 

QE, w)=iSpp(—k, &)Ins/ Vs Pa, f, (0), 

Gp, Œr &)=iSpp(—K, &) Ins/°Vs+ Va, à, (0)] 
et par conséquent, en approximation zéro par rapport à à, seuls different 
de zéro les termes Qi (K, w) = —i sh, et Qi (k, w)=icho,. C'est pour- 


quoi les fonctions de Green £%,, $$$ en approximation zéro par rapport 


à À sont égales à 


ns —0+eg +77" nov (K) Po-1n0v (K) 
Se =, SE = 
(5.4.115) 


Les pôles de ces fonctions donnent le spectre des quasi-particules dans un gaz de 
bosons dégénéré. 

Nous allons maintenant montrer comment on peut trouver les fonctions de 
Green $:;p» So compte tenu des termes de l'ordre de À et de A7. Remarquons 


à cet effet que les grandeurs Nov N pos en première approximation par rapport 


à À sont nulles, Nu = Ni, — 0. Eneffet, en utilisant les formules (5.4.101), 
on a 


Na, Ge) = à Sp die (—k) Inl VW, Ÿ (0), 


Ni. (K)= à Sp O2 (—K) nd 2 —poN, Ÿ(O), 


où N = U >» 


, ata,U+et p@ est un terme correctif du premier ordre par rapport 


170 
à À au potentiel chimique (comme nous l'avons déjà noté, on prend ici pour va- 
riable indépendante nr, et non p). Il est facile de voir qu’en vertu de (5.4.101) les 


termes contenant V, n'ont pas d'influence sur W&. C'est pourquoi à partir 
de (5.4.99) on a 


NU ()= int (chtp,+sh9,), Ne (k)=2iptt ch, she. 


Rappelons maintenant qu’à partir de l'équation (3.2.6), on peut trouver le poten- 
tiel chimique comme une fonction de n4. Il est facile de montrer que la première 
correction à u par rapport au paramètre À sera alors nulle u)=— 0. (On peut 
également obtenir ce résultat en utilisant la relation (5.4.57) qui découle de 
l'invariance du hamiltonien par rapport aux transformations du gradient.) 
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On voit aisément que les équations (5.4.108) pour À a aux termes quadrati- 
ques par rapport à À près peuvent s'écrire comme 


—i(o+@ EL —0 k )h, te &)— Ni (KR) (K, &) — 
Pr p+— pŸ 


Ne pe (6) Be (K, &) =:0, 
—i(0—@ y —0 ep iUe Ney (k) Ag (E, &) — 
— Nr (5) hs (&, w) = 0, 
—i (w—0,—iN (k) ho (K, ©)— NE, (K) hype (Ks @)— 
_S$ ) h cie. vu h : _: 
DA (A, UE, à) DER CLAERC &) 


— 2 Nige (0 Riga Ee w)=sh®,,  (5.4.116) 
» 


—i(o+o,—iNe,. (6) he, o)— Ni, (k) Ég (KE, &)— 
—YNs ACL o— 2 No RG, Us 0) 
P Ne q» 


_ 27 ue Ge) fqu (, &)=ch qu. 


On voit que ces équations contiennent les grandeurs Nue données par la formule 
Nu (k)= à Sp of? (—K) [no Vs, La (0), 
et la grandeur Ne. (&) donnée par la formule 
Ne. (&)= à Sp due (— 4) La PO) — in ® Sp 2 (— HN, Ÿ (0) 


(compte tenu de ce qu ’en vertu de (5.4.99) on a Spot (k) be (0) = 0 où oi (k) 
est la correction à “oÿ* (4) du premier ordre par rapport à à). Soulignons que les 
coefficients Ne «8 dans l'équation (5.4.116) dépendent seulement de l'opérateur 
a (k) correspondant à l'approximation zéro par rapport à À pour les opérateurs 
Ca { (k). En résolvant les deux premières équations (5.4.116) par rapport à kg 
et k4 ct en substituant la solution dans la troisième et la quatrième équation, on 
trouve les équations donnant Ry, hye. En calculant hy et k,., on peut, à l'aide 
de la formule (5.4.114), trouver les fonctions de Green (5.4.113), compte tenu 
des termes proportionnels à À*: 
O—Ee, —%""Ingv (k) 


A SE  —— 
Sete E, w)=— (@—Q, +iv,) (—o—Q,—ivz)" 
(5.4.117) 
V-In9v (k) 


DS De EE 7 Tr 77 
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où Q, = w,+0$?’ est l'énergie des quasi-particules compte tenu de l'interaction 
entre elles (nous n'écrirons pas ici la correction à l'énergie des quasi-particules w;?? 
proportionnelle à À?) et y, l'inverse du temps de vie des quasi-particules détermi- 
né par la formule 


Vr — (eP°x 1) + > {F5 (1: 2, k) Ô (©, + @e — 0) n3 (1+ ne) + 
12 
+ F3 (k; À, 2)0(©,—@;—0) mins}, ni (eP®1—1)-1. 

Fr (4 ; 2,3) est ici l'amplitude des processus d’interaction de trois quasi-particu- 
les, à savoir 
Fr(:2, 3) = chchg: ch œs {(v (2)+v (3)) (1 + th qi th qe th ps) + 
+ (v (1)+v (8)) (th ps + th qi th pa) + (v (1) + v (2)) (th pe + th qrth ps)}Oo+a,1- 

Nous allons maintenant passer à la recherche des fonctions de Green (5.4.113) 


en approximation cinétique dans le cas où ce n’est pas l'amplitude de l’interac- 
tion qui est petite, mais le rayon d'interaction entre les particules. Dans ce cas, 


lors du calcul des grandeurs W,, (k) (voir 5.4.111)), en approximation zéro on 
| aB P 
peut négliger les termes contenant les fonctions de corrélation g,, q,. par rap- 


port aux termes contenant n,4. Ceci est lié à ce que pour r, < z (c'est-à-dire 
dans le domaine des basses températures), les fonctions Ep Pp SON différentes de 


zéro seulement dans un domaine restreint de l’espace des impulsions tendant vers 
zéro avec la température. En plus du paramètre petit r/4, nous avons encore 
à notre disposition un paramètre petit, à savoir nor3/7° & 1. Il est facile de 


voir que si on néglige ces paramètres, les grandeurs N,4 (k) s’annulent. C'est 
ourquoi en première approximation non nulle par rapport à nç on peut écrire 
a formule (5.4.111) sous la forme suivante 


0 
Nag (= —4 | dre Spo asp (—e 1% |v, É (O)] et (er CE, 


(5.4.118) 


où Sp, désigne que la trace est calculée en première approximation non nulle 
par rapport à n,, en négligeant les fonctions de corrélations g,, 


Nous allons montrer que si on néglige les fonctions de corrélation g,, @, les 
premiers termes des grandeurs Nopv N Epv* sont d’ordre plus élevé que no. 
Comme en vertu de (3.1.33) on a le développement 


po (g, D=10) O1+2 11e (41— 25 10)8 (014 + 


en négligeant les grandeurs g;:, @. on peut remplacer l'opérateur statistique 
pt® (g, ) par le projecteur de vide | 0) (0 |, les formules (5.4.71) s'écrivent 
alors comme suit: 


0g(—He TP Ua; OIUS Gp (—M & 77 ÉUS10)(0a_sUo. 
(5.4.119) 


En utilisant ces formules, on peut en vertu de (5.4.118) écrire N g,y* SOUS la 
» 
forme 


0 
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{l'indice 0 de l’élément matriciel signifie qu'il est calculé en première approxima- 
tion par rapport à n, ne disparaissant pas). En remplaçant sous le signe du com- 


mutateur V par 6 — 9, (€ — SE — N) et en remarquant que 
[or 1, (0)1= — 2: kof,, (H), 
etdex (a, 1, 0) AT = 5 D 6, (0) td, 


on obtient, après intégration par parties 


0 
Ne pe = —n(n+ies + ikv) Î dre TER (| Use IOETf, (Re) ei PEU [0)o 
P —o 


LD —_ 9 
où f,(#)=a*t 4 8 LE — n}/25 LH RTL UD k AL et u— p/m. 
P-—— p+— Pt, — 
2 2 2 2 


En développant l'opérateur U, en série suivant les puissances de n,: 
U,=1—n4/? (ai — ao) + nai) + ie (5.4.120) 


{voir (5.4.73)), il est facile de voir qu'aux termes linéaires par rapport à n, près 
inclus, on a l'égalité 


0 
N, (k)= —n(n+ie, +iko) | drent el TEkn1/2 x 


X{(—kle tar La LL etat |0) —6 


k  (—kle far, x 
Ps Pt p+—- , 0 
X el SET | 0)}, 
d'où #_ ,,(k)=0 et par conséquent 
&pŸ 
Ne v == Ne qe — 0. (5.4.121) 


D'une manière analogue, on peut montrer qu’en approximation envisagée on a 
NO =N. ,,—0. 
PpŸ q,Ÿ* 


De plus, il est facile de montrer que si on néglige les grandeurs g,,, Ppr Po 
On a Qg, = Qw, = 0 (voir (5.4.84)). Nous allons voir plus loin que les grandeurs 
Nov, Nyvs sont proportionnelles à n,. C'est pourquoi il résulte de (5.4.121), 
(5.4.83) que dans les équations pour hyhys on peut négliger les termes conte- 
nant hko,ho,e 
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Comme en vertu des formules (5.4.84) négligeant les grandeurs g,, 
ro, On à Qi (k, w)=i, Qy(k, w)—0, les équations (5.4.83) s'écrivent sous 
la forme suivante 

—o—e, + iNege (9) Age (Es ©) + Meg (6) hy (6, 0) =1, 
(5.4.122) 
(@—e, —iN y (K)) he (6, ©) —iN pe () Riga (Æ, ©) = 0. 


Nous allons passer au calcul des grandeurs Npg = Nage et Ne = Norp 
figurant dans cette équation. A partir de (5.4.118), (5.4.119) on a 
0 
N'y ()= in | dre e—lekt (O[ Use ET [So axle ET US ko. 


Comme e-idËT (SE, a,] D Hi a eidET, [So 2x] = —Epar, 


il est facile de voir que 
0 
Nyv (&)= 1° | arent e—iert (0 [Used ge T U+] k). 


En utilisant la formule (5.4.120), on obtient 
0 
Nyv (&)= 1° | drent (1— put) + 


— © 


0 0 
Hmêno | areme-ient(k, 0 LeiOt)k, 0) min | axe (Ok. o+-1) 


1k, 0) = aa] 0). 


(Nous avons tenu compte ici de ce que le développement du potentiel chimique u 
en série suivant les puissances de no, U = 1 + . . ., commence par des termes 
linéaires par rapport à no, Voir 5.4 124) ) Notons que les termes quadratiques par 
rapport à nç ne peuvent être obtenus à l’aide des formules (5.4.118), car dans 


l'expression (5.4.111), nous avons rejeté l’exponentielle exp % N qui joue un 
rôle important lors de l’élimination des termes séculaires dans les approximations 
d'ordre supérieur. 

Remarquant que 


ee FOUT Q (—+r)= + _. | dER+ (E)eTiEt, (5.4.123) 


où R- (E)}=E—&f-in) ! est la résolvante de l'opérateur Sf, on obtient 
Ney (A) =n+ li — nr — 104, 0 +inno(k, OI R,(e,)1K, 0)- 
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Comme en vertu de (2.1.22) R, (E)—R (E)+R°(E)T,(E)RS (EE), on a 
No 4) =n+ ii no p—ino(k, OT, (e,)1K, 0). 


En passant dans cette formule à la limite thermodynamique 7° — (avec 
noÔk.o —> ro/7° -(27)%6 (k)) et en faisant tendre n vers zéro, n —-<+0, on trouve 


Nov (Æ)=ii—ins(k, OIT, (e,)14, 0). (5.4.124) 
D'une manière analogue, on peut ‘trouver 
0 
Nos ()= 1 (n+2ie,) | drent etEk (_k| Une IST ae SET US] 0e, 


d'où en vertu de (5.4.120) 
0 


Nége &) = n (n+2ie,) | dre (—k, k|eT|0, 0). 


En utilisant les formules (5.4.123), (2.1.22), il est facile d'écrire cette expres- 
sion comme suit 


#, 0) 


— i 1 
Ne (4) = no(—k, k]T:(0)10, 0) + 100 
d'où après les passages à la limite 7° —+ oo, n — +0 on trouve 


Nappe (K) =—— no(—k, k|T,(0)10, 0). (5.4.125) 


Nous allons maintenant passer à la recherche du potentiel chimique u = lu 
dans le domaine des valeurs petites de n4/7°. A cet effet on fait appel à la formu- 
le (5.4.57) où l’on pose LD = RP, w,(@) = 08,4 (à) = (n0/ 7°) A (5, wy, 
sont les valeurs d'équilibre des fonctions f,, w,) et comme pour les états d’équi- 
libre Ép Uhr Ÿ l'opérateur statistique © (C) == oO (/f, w, vb) coïncide avec la distri- 
bution de Gibbs w, on obtient 

no 


LŸ, “= | ne )'2 (ay (0) — og (0) +2 2 CUS Oo x (0)}, 


d’où en vertu de (5.4.75), (5.4.68) 


« 1/2 - = ii à 
Li, ue (58) (Ge Op (0042 28839 (0 — 9%" Son (0). 
(5.4.126) 


Se utilisant cette formule et la définition (5.4.78) des grandeurs Na (k), on 
obtient : 


Nes (0 Mg (O= —i (52) spl, 1V, &ON+ 


—1/2 = er 
+2(28) 70 DS Nopr (0-24, O)- 
? 
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Comme [N, [(V, aol] ={V, aol (5 —uN, ao] on a compte tenu de ce que 
Ur, S—n\]=0 (voir (5.4.62)): 


No (0 — Mgr (0 =2 (5) Z 2" Npps (0— 2 Nyp, (0). (5.4.127) 
p 


Cette formule est exacte. En y négligeant la fonction de corrélation q5 et en 
utilisant les formules approchées (5.4.124), (5.4.125) pour N., et N'yp+ 0n trouve 


” = 70 (0, 0], (0)]0, 0). (5.4.128) 


{Comme nous l'avons déjà mentionné, on peut trouver d’une manière analogue 
le potentiel chimique en approximation de À petit, À — vi/2.) 


On a ainsi les formules suivantes pour les grandeurs W : 


Noe (4)= hope (—4)= —ino(E, 01 T,(E,)1k, O)+i(0, O1 T, (0)10, 0), 
Nue 4)= Nop(—E) = — ne (&, —k|T, (010, 0). (5.4.129) 


En vertu de (5.4.122) et (5.4.86) les fonctions de Green 2 et St en 


approximation cinétique dans le cas d’un rayon d'action des forces petit sont 
déterminées par les formules suivantes 


— © + e + iNyy (4) ja 4 Ne (k) 
A (k, &) See UE, De —i A (k, w) ? 


(5.4.130) 
A (F, &) — (o + Ek — IN pps (#)) (© Ex — IN (K)) ir Ne (&) Npegh 


Sp (k, w)— 


(les grandeurs N sont données par les formules (5.4.129)). 
Le spectre des oscillations dans un système de bosons peut être trouvé à par- 
tir de l'équation de dispersion 


A (k, ©) = 0. (5.4.131) 
Dans le domaine des K petits sa solution s'écrit © = «& — iy,, où 


W9 = {82 + ne, (0, 0] T4 (0) 10, 0)}/?, 
Ve= mo |(p, k—plT_(e,)1k, 0)|25(E,—E,—e,_,). 
? 


La grandeur wf détermine l'énergie, et la’grandeur y;! la durée de vie des quasi- 
particules. 

La formule pour &w% a la même structure que la formule (3.2.19) avec cette 
seule différence qu'au lieu des composantes de Fourier du potentiel, elle contient 
l'amplitude exacte de la diffusion des bosons d'énergie nulle. 

Le coefficient d'amortissement y, est égal à la probabilité de la transition 
| &, 0) —+ | p, k — p) pour laquelle une particule d’impulsion k a une colli- 
sion avec une particule du condensat, ce qui entraîne la création de particules 
d'impulsions p, k — p. 11 y a lieu de remarquer qu'en approximation envisagée 
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Ci 


(lorsqu'on développe W en série suivant les puissances de n»,) l'amortissement est 
dû aux collisions des particules réelles d'énergie e,, — p*/2m et non des quasi- 
particules d'énergie wf, à la différence du cas étudié ci-dessus, où À = v (k)1/3 
était le paramètre petit. 

Tout comme dans le cas de À petit, dans le cas envisagé d'un rayon d'action 
des forces r, petit, l'équation de dispersion (5.4.131) pour k = 0 a la solution 
œ@ — 0. On peut montrer que cette propriété n’est pas liée à l’application de la 
théorie des perturbations, mais est liée à l’invariance par rapport au gradient du 
hamiltonien d’un système de Bose. (La démonstration est asc sur la relation 
(5.4.57) [94]; nous ne la donnerons pas ici.) 


Soulignons une fois de plus que la propriété mentionnée du spectre de quasi- 
particules est liée, tout d’abord, à l’invariance par rapport au gradient du hamil- 
tonien du système, c’est-à-dire à ce que le hamiltonien du système € commute 
avec l'opérateur du nombre de particules, et ensuite à ce que la symétrie de l’état 
d'équilibre statistique par rapport aux transformations de gradient est sponta- 
nément perturbée, c'est-à-dire que 4%} 0. Lorsque ces deux conditions sont 
vérifiées, dans un système de bosons en interaction on voit apparaître une branche 
sans action des oscillations, c'est-à-dire la branche des oscillations w = 
=  (k) pour laquelle w (0) — 0. Cette propriété est un cas particulier d'un 
théorème plus général, dit théorème de Bogolioubor-Goldstone affirmant que lors- 
que la symétrie est spontanément perturbée une branche sans action des oscilla- 
tions apparaît [19, 48]. 

La méthode exposée dans les deux derniers paragraphes permettant d'étudier 
le comportement asymptotique des fonctions de Green des systèmes de Bose dégé- 
nérés peut également être généralisée au cas des systèmes de Fermi dégénérés 
(superfluides), mais il y a lieu d'introduire alors des champs extérieurs anticom- 
mutants. Nous n'’allons pas nous arrêter ici sur cette question. 


$ 9.95. Intégrales des collisions pour les phonons 
et théorie de la conductibilité thermique 
des corps diélectriques 


Dans le paragraphe 5.1.2. nous avons déduit les intégrales des 
collisions pour les particules en supposant que deux particules 
prennent part au processus d'interaction et qu’elles suivent la même 
statistique (de Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac). D'une manière 
analogue, on peut obtenir les intégrales des collisions correspondant 
à d’autres types d'interaction, de plus il n’est pas indispensable 
de supposer que toutes les particules (ou les quasi-particules) parti- 
cipant au processus d'interaction suivent la même statistique. 

Dans ce paragraphe nous allons trouver l'intégrale des collisions 
pour les phonons, c’est-à-dire pour les quasi-particules correspon- 
dant aux ondes sonores se propageant dans les cristaux. Rappelons 
préalablement que par suite de l'interaction non linéaire entre les 
ondes sonores, on peut avoir différents processus de diffusion des 
ondes sonores les unes sur les autres, ainsi que des processus de 
naissance de nouvelles ondes et de destruction des anciennes. Dans 
la langue des quasi-particules — des phonons — ceci signifie que 
la diffusion est possible, ainsi que la naissance ou la destruction des 
phonons. Les processus les plus simples que nous envisagerons ici 
21—0393 
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sont la désintégration d’un phonon en deux phonons et la réunion 
de deux phonons en un seul phonon. Dans ces processus sont respectées 
la loi de la conservation de l'énergie 


O1 — Oo + Os 
qui relie les énergies des phonons w;, ainsi que la loi 
k,=k: Lhk3 + 2nr, 


qui relie les quasi-impulsions des phonons k; et est analogue à la 
loi de la conservation de l’impulsion. Mais à la différence de la loi 
exacte de la conservation, ici on a un vecteur arbitraire du réseau 
réciproque t [55] 

T = Vins + Vons + Vbsns, 


où b,, 02, 0, sont les vecteurs de base du réseau réciproque, liés aux 
vecteurs de base &;, «2, a; du réseau cristallin par les relations 


___ [@. &s] = [a:, &:] = [a;:, a;) 
= (ai (a, al) ? b: (a: |a3, &]) ” ds (as (41, Gs]) ? 


et 71, n°, n4 des nombres arbitraires. On suppose que le vecteur 
d'onde k posé se trouve dans les limites de la première zone de 
Brillouin, c'est-à-dire qu'il satisfait aux conditions | ka, | < x 
(i = 1, 2, à). 

Pour écrire l'intégrale des collisions pour les phonons, nous 
allons utiliser la formule générale (5.1.19) et supposer que le hamil- 
tonien de l’interaction des phonons entre eux, peut s’écrire comme 

V=T OUEN (1, 2; 3)cicics+c.h. (5.5.1) 

1231 
(pour plus de simplicité on ne tient pas compte ici de la polarisation 
des phonons), où ®T (12; 3) est l'amplitude de la transition 3 — 


— 9 + 1: 
D°(1, 2; 3)=0(1, 2; 3)A(ki+k:—k3+2n7), 


, k=0, 


1 
a = | 0 «20 (52 


et c?, c, sont les opérateurs de création et d’annihilation des phonons. 
(Pour k, petits (| ka; | & 1), la grandeur | © [* est proportionnelle 
au produit des fréquences des trois phonons participant au proces- 
sus.) On obtient ainsi l'expression suivante pour l'intégrale des 
collisions L, (N) des phonons les uns avec les autres 
0 
2 ‘ : , ’ ’ 
LN=--5R D | dten®* (1, 2: 3)D" (1”, 2°: 3 x 
123% 12°3/t" — 00 
X eitwitus—0s) Sp po (N)[cicscs, [CiecsCr, CRCkl|, 
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où V& est la fonction de distribution des phonons et p‘® (N) l’opéra- 
teur statistique d’un gaz parfait de phonons hors d'équilibre. 
Remarquant que 


[cSrcorc4e, CkCk] = C3CoCyr (ôk, di + x 2 — Ôx,:3"), 
on obtient en utilisant les règles de Vick (voir le paragraphe 5.1.2): 
0 
LW)=—- Re > D | dtem@(1, 2; 3)®° (1,2; 8) x 
1237 1/2/3°t" “oo 


X eftlai+uz- 03) (ôg, 1: + Ôn, 2° — On, 3) 2 [CTCoCs, C3rC2ci:]. 
Les 


e4%e 7 ee ee 


(Nous avons utilisé ici la symétrie de l’amplitude ® (1, 2; 3) par 
rapport à la permutation des indices 1, 2.) Finalement on trouve 


Li (N)= > 1D° (1, 2; 3) [26 (wo: + ©2 — ©) X 
1237 


X (6x, 1 + On, 2— On, 3) {NiN2(1+Ns)—Ns(14+N:) (+ N2)}. 
(5.5.3) 


Nous allons montrer maintenant que connaissant l'intégrale des 
collisions des phonons, on peut élaborer la théorie de la conducti- 
bilité thermique des diélectriques dans lesquels la chaleur est trans- 
mise par les phonons *). 

La densité q du flux d'énergie transmise par les phonons est égale à 


g= 72 viens, (5.5.4) 


où v, = 0w,/6k, est la vitesse de groupe des phonons. C’est pourquoi, 
pour trouver q, il y a lieu de trouver la fonction de distribution des 
phonons dans le cas où dans le corps il y a un gradient de températu- 
re. La distribution des phonons ne sera alors pas spatialement 
homogène et la fonction de distribution des phonons satisfera à l’équa- 
tion cinétique 


oN 
a +oVN,=L, (NW). (5.5.5) 
Dans le cas stationnaire que nous envisagerons ci-dessous, on a 


ÔN./ôt — 0. 

En passant à l'étude de l'équation cinétique pour les phonons, 
on doit tout d’abord envisager l’équation pour la distribution 
d'équilibre 

L, (N) = 0. (5.5.6) 


*) Ci-dessous nous suivrons [7], [8]. 
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On voit aisément que si dans les processus envisagés de désintégra- 
tion et de réunion des phonons, en plus de la loi de la conservation 
de l'énergie, la loi de la conservation de la quasi-impulsion était 
respectée d'une manière exacte, la solution générale de (5.5.6) serait 
de la forme 


N°=— (eBoituks_ 1)"1, (5.5.7) 


où B-'est la température du gaz de phonons et w un vecteur arbi- 
traire. (Ce vecteur donne de toute évidence l'impulsion totale des 
phonons.) Il est évident que si l’on substitue la distribution (5.5.7) 
dans l'expression de gqg, on obtient un résultat différent de zéro. 
Ceci signifie que la distribution (5.5.7) donne un flux de chaleur 
fini même en l'absence de gradient de température, c’est-à-dire 
qu'on a une conductibilité thermique infinie du cristal. Mais pour 
la quasi-impulsion il n’y a pas de loi de la conservation rigoureuse, 
car l'amplitude de l'interaction (5.5.2) contient le vecteur arbi- 
traire du réseau réciproque t. C’est pourquoi le vecteur arbitraire & 
ne peut figurer dans la distribution d'équilibre des phonons et à l’équi- 
libre, on a une distribution de Planck pure, à savoir 


N° = (eBuwi—1)"1, B— T1, (5.5.8) 


Nous allons supposer maintenant que le gradient de température 
est suffisamment petit. La fonction de distribution des phonons NW; 
diffère alors peu de la fonction de distribution à l'équilibre, NV, — 
= N° +ôÔN, (| ÔN, | & N°), et l'équation cinétique (5.5.5.) peut 
être linéarisée par rapport à ÔN. Vu que L, (N°) = O0, on obtient 
l'équation suivante 

ôL, 


AN , 
oVT Si = (GN)= | dk (5 


] ôNxe, (5.5.9) 
k° !NmN° 


où L, (ôN) est l’intégrale linéarisée des collisions. Il est commode 
de chercher la correction à apporter dans la fonction de distribution 
à l'équilibre sous la forme 


ON I=BINI+AI) Nix: 
où %, est une fonction inconnue de la quasi-impulsion du phonon k,;. 
L'équation cinétique (5.5.9) s'écrit alors 
Li (ON) =BN, (1+N;5) 1 (01, VT), 


aù 

Lr(ôN) — 
_ _B T. (Le +43 — 41) Ô (O3 + ©3— 0) ô. 6 es. 
= W1 : 23 PL ENT ALT TENNTYALTTIENTS DS!) (0x, » + Ok, 3 — On, 1), 


wi:v;=4n|D(2,3; 1)[2A(k;—k;—k3+2nt). 
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Il est évident que si t Æ 0, toutes les quasi-impulsions k; ne peuvent 
être petites et par conséquent les énergies de tous les phonons w; 
ne peuvent pas également être petites. D'autre part, w; < T;, 
où 7 est la température de Debye. C’est pourquoi, si T &T;, 
la partie de l'intégrale des collisions L; (ÔN) correspondant à t Æ 0 
contiendra de toute évidence le facteur exp (—Y7,/T), où y est une 
grandeur numérique de l’ordre de l’unité. 

C'est pourquoi, l’apport des processus d'interaction des phonons, 
dont les quasi-impulsions ne se conservent pas (ces processus sont 
appelés processus de « basculement »), dans l'intégrale des collisions 
Lx (ôN), aux basses températures (T < T,) est exponentiellement 
petit. Au contraire, pour des températures élevées (T > T,), les 
apports des processus avec t = 0 et t =£ 0 sont du même ordre de 
grandeur. Cependant, il est impossible de ne pas tenir compte des 
processus de « basculement », car alors dans le réseau la distribution 
de Planck pour les phonons ne s’établira pas. Compte tenu de ce qui 
vient d’être dit nous écrivons l’intégrale des collisions L, (ÔN) com- 
me la somme de deux termes L° et L“ correspondant à t = 0 et 


Tt 0: 
Lx (ON) = Lr (4) + ELK (4), 


où le facteur Ë caractérisant ie processus de « basculement » figure 

d’une manière explicite. Aux basses températures il décroît exponen- 

tiellement (E Æ exp (—Yy7L/T)), et aux températures élevées, il 
est de l’ordre de l'unité. 

Ainsi 
vLVT 
Li (x) + Le (UE = Box —— (5.5.10) 
€ 


(Pepe 94) | 


En posant ici & — O0, on obtient une équation qui n’a pas de solu- 
tion. En effet, l’équation homogène L} (x) = O0 admet un nombre 
infini de solutions du type #4 = gk, où g est un vecteur constant, 
solutions qui ne sont pas de toute évidence orthogonales au second 
membre de (5.5.10). 

On peut trouver la solution de l'équation (5.5.10) pour % (plus 
exactement la dépendance de % de la température) dans deux cas 
limites des hautes et des basses températures. Dans le premier cas 
(T 5 T,, Ë-— 1) on peut remplacer la fonction de Planck par T/o. 
Comme il est facile de le voir à partir de (5.5.10), la fonction Xx 
sera alors inversement proportionnelle à 7. C’est pourquoi le flux 
de chaleur q et le coefficient de conductibilité thermique * seront 
inversement proportionnels à la température. 

Dans le second cas (lorsque T  T,), ë 1, et il faut chercher 
Ja solution de l’équation intégrale (5.5.10) sous la forme 


X1 = Xi FX: 
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où %° est une grandeur de l’ordre de £-let y; une grandeur de l’ordre 
de l'unité. Pour #° et x; on trouve de toute évidence les équations 


Lk(x)=0, 
EL () + La (x) = Box (ef — 1) (1e EE) a VTT. 
A partir de la première équation on obtient: 
xx = 8k, 


où g est un vecteur constant. Ce vecteur peut être trouvé à partir 
de la condition de solubilité des équations pour #4. En effet, en 
remarquant que 


& 
pour x’ arbitraire, on a 


ES kLk(gk)=$p © ox Fr (5.5.11) 


Le premier membre de cette équation donne la variation de la quasi- 
impulsion des phonons par unité de temps, due aux collisions des 
phonons, et le second membre la variation de la quasi-impulsion 
des phonons due au gradient de température. 

Ainsi dans le domaine des températures basses la fonction 4% — 
—gk avec le vecteur g déterminé par (5.5.11) sera la partie princi- 
pale de la fonction 44. C’est pourquoi le flux thermique q aux bas- 
ses températures peut être calculé en supposant que #4 = %%. Ce 
calcul est élémentaire et donne le résultat suivant pour le coefficient 
de conductibilité thermique *x (c’est-à-dire le coefficient dans l’expres- 
sion de q pour — VT): 

x Sc exp(yT DT) (5.5.12) 


a 


où À est la masse d'une cellule élémentaire, a la constante du réseau, 
s la vitesse du son et c, la capacité calorifique du réseau (en supposant 
que la loi linéaire de dispersion est vraie jusqu’à À, — x/a, la gran- 
deur y sera égale à x). 


CHAPITRE 6 


ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MACROSCOPIQUE 


$ 6.1. Equations de l’hydrodynamique d’un liquide normal 


6.1.1. Equations de l’hydrodynamique d’un liquide parfait. 
Au paragraphe 1.3.3. nous avons trouvé les équations de la dynami- 
que des gaz à partir de l'équation de Boltzmaun *). Des équations 
analogues sont vraies non seulement pour les gaz, mais également 
pour les liquides. Cependant la méthode utilisée dans le $ 1.3 pour 
trouver ces équations n’est pas applicable dans le cas des liquides. 
En effet, comme nous l’avons mentionné au paragraphe 4.2.2, pour 
les liquides, l’étape cinétique de l’évolution n'existe pas et seule 
l'étape hydrodynamique de l’évolution a un sens. C’est pourquoi, 
dans le présent paragraphe, nous allons trouver les équations de 
l’hydrodynamique directement à l'étape hydrodynamique de l’évolu- 
tion. 

Dans le hamiltonien d’un liquide, on ne peut isoler une interac- 
tion faible et, les seuls paramètres petits du problème sont les gra- 
dients spatiaux des grandeurs physiques. C'est pourquoi, nous al- 
lons utiliser les résultats du paragraphe 4.2.2. Pour les paramètres 
be (æ) caractérisant l'état hors d'équilibre d’unliquide, il y a lieu 
de prendre les densités d'énergie e (x, t) et de l’impulsion n (x, t), 
ainsi que les densités des masses p5" (x, t) = p, (x, t) des différents 
composants d'un liquide (on suppose que le liquide a plusieurs com- 
posants, l'indice a correspond au numéro du composant). En vertu 
de paragraphe 4.2.2, un tel choix des paramètres est imposé par le 
fait que la relation ergodique pour un opérateur statistique quel- 
conque d’un système spatialement homogène satisfaisant au principe 
d’affaiblissement des corrélations s'écrit comme 


ep ET — exp {a — Yo | dire (x) — 
— "| de(s) S Ye | dre (2)}, 
où € (x), 72 (x), Pa (x) sont les opérateurs des densités de l'énergie, 


*) Pour les équations de l'hydrodynamique fondées sur les équations ciné- 
tiques quantiques voir [47], {17]. 
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de l’impulsion et de la masse de a-ième composant; Ÿ,, ŸY,, Ya 
les forces thermodynamiques généralisées correspondantes et Q@ est 
le potentiel thermodynamique. 

En vertu du paragraphe 4.2.2, nous désignerons par &, (x) l’en- 
semble des opérateurs &, ñ», P«, &@ = O0 correspondant à la densité 
d'énergie, &« = 1, 2, 3 aux trois projections de la densité de l’im- 
pulsion et &« — 4, 5, ..., aux densités de la masse des différents 
composants du liquide. 

Les paramètres &, (x, t) = La (x) satisfont aux équations du 
mouvement 

(Al 
Ork 
OÙ an (ZT) = Üanx(t, t) sont les densités des flux des grandeurs &, (x). 
Aux termes quadratiques par rapport aux gradients près, les gran- 
deurs Éax (x) sont données par les formules (voir le paragraphe 4.2.2) 


Can (z) = ER (x) + (z) + ..., (6.1.2) 
UY(z)=Spu(x)Éon (0), EX (+) = Sp 04 (x) Éan (0). 


Car (T). (6.1.1) 


æ (z) = — 


Can (æ) sont ici les opérateurs des flux, & (x) est la distribution locale 
de Gibbs 


w (z)= exp{Q—Y, (x) | Pr'éa(z)}=w(Y (z), (6.13) 


Y'a (æ) sont les forces thermodynamiques généralisées correspondant 
aux paramètres &, (x) et déterminées à partir des relations 


Sp w (x) Êa (0) == ba (T) (5.1.4) 


et, enfin, l'opérateur o!!’ (x) est donné par les formules (4.2.42), 
(4.2.37). 

Si dans (6.1.2) on néglige les termes linéaires par rapport aux 
gradients, on obtient les équations de l’hydrodynamique d’un liquide 
parfait 


ba (x)= — 2 EX (a). (6.1.5) 


Pour calculer &%} (x), il y a lieu de remarquer que l'on a la rela- 
tion suivante 


Uuw(Y)U% =w(r"), 
Vie Vo Vi=Yat You Ya=Yo+Yaun+Yo+, (6.1.6) 


où UV, est un opérateur unitaire correspondant aux transformations 
de Galilée. 11 est donné par la formule (2.3.25) 


Uu=exp { — iu | dxxp (æ)}, (5.1.7) 
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oùp (x) = 'p, (x) est l'opérateur de densité de masse et u un vecteur 


arbitraire. La relation (6.1.6) découle directement des propriétés de 
transformation (2.3.26) des opérateurs de densités lors des transfor- 
mations de Galilée 


Uupa(r)Uh = Pa (x), Vus (E)Uù = m0 (x) + up (x), 
Une (x) Ui = e(x)+ un (x) + p (x). (6.1.8) 
Remarquons qu’en vertu de la formule (6.1.6) le potentiel ther- 


modynamique © est invariant par rapport aux transformations des 
forces thermodynamiques Ÿ, : 


Yo— Y,= Yo Yp— Yh= Yr+ Your, Ya Ya = 
— Ta + Yur + pe : (6.1.9} 


c'est-à-dire Q (Y) = Q (Y”). Par conséquent Q (Y) dépend seulement 
des variables Ÿ,, Ÿ, — Lys: Ye 


Q(Y)=Q (Yo Va—zYsré). (6.1.10) 


Comme en vertu de (6.1.3), (6.1.4) 
0Q/0Y , — Pa: 0Q/0Y , = Th; 
on a 
0Q Y Y'k SAS 
u= D (7) = 7. (6.1.11) 


La grandeur n4 (x)/p (x) est la vitesse locale du liquide u, (x). 
Ainsi on a 


un (x) = —Yr (T)/Y 0 (T). (6.1.12} 
Par ee Me la transformation (6.1.9) équivaut au changement 
uu =u—u, u, = —YyYo. 


En posant dans la Hortaule (6. 1.6) u = u (x), on obtient 
Une (2) te = to (2) = exp {A —B(x) | déx'e (æ')+ 
+8) D ve(z) | dr'pa(z)},  (6.1.13) 
où | 


C1 YU)  y,( 
B(z)= Yo(z), va (x) = 30 (2) 
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(la grandeur B-! (x) est la température locale, m,v, (x) le potentiel 
chimique local, m, étant la masse d'une particule de l’a-ième com- 
posant). C’est pourquoi, on peut écrire 4% (x) comme 


ah (T) = Sp wo (T) U ut) Ch (0) Uécxy- 

En utilisant les propriétés des transformations de Galilée des 
opérateurs des densités des flux de masse de l’a-ième composant 
JR = jar, de l'impulsion t,, et de l’énergie g, (2.3.28), on a 
Un (T)Ui = jan (€) + UxPa (E), 

Ut (x) Uù = tin (&) + ui (x) + ur (x) + up (x), (6.1.14) 
Uugn (æ) UE = qu (2) + uit (æ) + une (x) ui (x) + 
++ u2 (An (x) + up (x) 
et en remarquant que Sp w gx = Sp Wojar —0, on obtient 
ja (T) = Pa (&) x (x), 
tk (x) = p(x) ôn + p(x) u:(x) ux (x), (6.1.15) 
Qi” (æ) = p (x) un (æ) + 80 (x) un (2) +7 7 P(z)u* (x) u, (x), 
où p (x) est la pression donnée par la Re 
Sp w9 () tin (0) = p (x) Gi 
Comme nous allons le voir au paragraphe suivant, cette pression 
B-1 et 
2 (x) = Sp w0 (x) € (0). 


En vertu de (6.1.8), (6.1.13) la densité de l'énergie e (x) est liée 
à e, (x) par la relation 


e(z)= 20 (x) ++ z P (x) u? (x). 


Ainsi &, (x) est la densité de l'énergie de l’élément de liquide dans 
le système de référence où cet élément est au repos. 
En utilisant les formules (6.1.15) pour ju, ti, gx, on peut 


récrire les devra 1.5) comme suit 


est égale à p = — To 


Path _p 


; (6.1.16) 
HN  - PE 
où y est l’enthalpie de l'unité de masse 
Y = (P + E€0)/p. 
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La dernière de ces équations peut s'écrire sous la forme 


L dE _ Our 

tu — rie M À PT (6.1.17) 

Les équations (6.1.16) sont les équations de l’hydrodynamique d'un 
liquide parfait (la première est appelée équation d'Euler). 

La troisième des équations (6.1.16) (ou l’équation équivalente 

(6.1.17)) peut également s’écrire comme (voir le paragraphe 4.2.2) 


ds osSuR ; 
+ SE 0, (6.1.8) 


où s est l’entropie de l’unité de volume du liquide 


s= —F""1Spuwln wo —$p (v— > Va %) ; 


L'équation (6.1.18) signifie que l’entropie de l'unité de masse 
d'un liquide lors de son mouvement ne change pas: en d’autres 
termes, le mouvement du liquide s'effectue sans dissipation d'’éner- 
gie. 

6.1.2. Equations de l’hydrodynamique d’un liquide non parfait. 
Nous allons maintenant passer au calcul des grandeurs &{4 (x) figu- 
rant dans l’expression (6.1.2) pour Écx (æ): 


by (x) = Sp 0° (x) Éar (0). 


Nous allons montrer préalablement que pour l'opérateur 


TALE (x) _ 


1 
du Mz'xi (Lo (&’ : À) —(Ëc)) 
0 


figurant dans l'expression de 0;} (x) on a les relations 
Sput'(z)ée(0)=0, Spu(x) Éox (0)=0.  (6.1.19) 


Remarquons à cet effet que si le hamiltonien est invariant par rap- 
port à la réflexion de l’espace et à l’inversion du temps, on doit 
avoir les relations suivantes (voir le paragraphe 2.3.2) 


TPE (x) (TP) = Ë(— x), (6.1.20) 


où # et 7 sont les opérateurs de l'inversion spatiale et temporelle 
(pour « = 0, cette relation équivaut à l’invariance du hamiltonien 
par rapport aux transformations d et T'; pour & = 1, 2, ., elle 
peut être vérifiée directement si l’on utilise l'expression explicite 


des opérateurs 7% (x), Pa (x)). 
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En vertu des formules (2.2.39)-(2.2.41) reliant les opérateurs 
Car (x) aux opérateurs Ë, (æ) et à partir de (6.1.20) on voit que les 
opérateurs £,r (x) satisfont à des relations analogues à (6.1.20): 


Tan (&) (TS) = x (— x). (6.1.21) 
C'est pourquoi, à partir de (4.2.37) et (6.1.20), on a 
Sp w'T°E, (0) = Sp TFwt (TP) IT Ta (O)(TPY = —(Spw'''ée (0))°, 


et comme la grandeur Sp w‘"%, (0) est réelle, on a Spw'" (x) Ex (0) = 
= 0. D'une manière analogue, on peut montrer que 
Sp w'° (x) Can (0) = 0. 
Ainsi, en vertu de (6.1.19), (4.2.42) la grandeur &} (x) peut 
s’écrire comme suit 
0 
Eu (æ)= | drSpe“#*G(r)e AE, (0), (6.122) 


— © 


1 
L me dh | Bzr'uw(x)(Éa;(x" ; À) — (ba). 
0 


Q 


L'opérateur Q dépend des forces thermodynamiques Y.. 
Nous allons montrer que 


UQ(Y)Ut =0(T"), (6.1.23) 


où U,, est l'opérateur unitaire donné par la formule (6.1.7), et les 
forces thermodynamiques Y, sont liées à Ÿ, par les relations (6.1.6). 
Notons à cet effet qu’en vertu de (4.2.41), 


Yu au dY8 1) 
(20). 61.20 
dY (1) oY 0 (1) 
où les grandeurs (—) = a (=) sont obtenues à l’aide 
t a ot 


des équations de l’hydrodynamique d’uu liquide parfait : 
(&) - ts (x). (6.1.25) 


En utilisant les formules (6.1.24), (6.1.8), (6.1.6), il est facile de 
voir que 


De Fe HT (x) U% — ire (x) + 7. Ôz; 2 £, (x), 


Oz; 


07} ‘1 
Du Re B(aUi= (TS) Ec(e) 


Op 
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et par conséquent 
2Ya 5 y $ 2 ä \‘® ds 
Le Ca; (æ)Ux nr TE Caj (ET) — Ca a) {(+) +u-) Yu 
(1) (1) 
où l’on a adopté la désignation abrégée (5) A = (©) . Comme 


en vertu des équations (6.1.16), (6.1.25) 
d (1) > 0 Ô (1) 
(Gr) +e2=(5) 


u(x)-u(r)-0" ? 


on a 
0Y'œ © 0Y'œ ÿ$ 
Vu Te Eau (04 = TE Eux (|, 


d’où la formule (6.1.23). 
Nous allons maintenant prendre pour u la vitesse à (x). En vertu 
de (6.1.22), (6.1.23), on a alors 


Uute)Q (Y) Ur) = — Ô (}) | (æ)= 0 = Oo. (6.1.26) 


Soulignons que dans cette formule, pour calculer Q{[.4+,-0, nous 
supposons que u (x) — 0, mais nous n'avons pas le droit de supposer 


que ôu (x)/ôx, est nul. Pour trouver l'opérateur @,, il y a lieu de 
trouver les grandeurs Ep (x) (0a;/0€g8)u (»=0 qui déterminent les 


opérateurs &,, pour u (x) = 0. Il est facile de voir qu’en vertu de 
{6.1.15), on a 


g}°” = : dj ë x 
os Ca (T) = YTtx (x), Li te=0 ©8 (x) = 14 (x), 
dt) es \ 
Fe Pre Ga (Z) = Ôin ( To Pa (z )+< € "1 


a 


où y est l’enthalpie de l’unité de masse et p la pression (les dérivées 
ôp/0t, sont calculées pour des valeurs fixes des densités &., &«” Æ 


= a). C'est pourquoi, on peut écrire Q, comme suit : 
P 0 


1 
| Ù ’ 0 T9 ’ " 98v, er n 

= w | da | dx {# gx(æ'; À)— > mn jar (Z ; À) — 
0 


a 


| 0 0 2 à 
— 58 (+ TES Ou DE) (in (æ* 3 À) — (rude) — 


—B SL (Z(x": 2)—(0)},  (6.1.27) 
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qh(t)= qu (z)— van (t). jar (&) = ax (x) — 7 (x), 
(x)= + bn (æ)— D + — Pa (x) 0 


et 
a (x; 2) =uwo À (x) uG, (a) = Sp ua 
pour chacun des opérateurs a (x) = qk (æ), TA (x), 4 rm (&). 
Calculons les grandeurs &%x (x) que nous appellerons densités 
des flux dissipatifs. En vertu de (6.1.22), (6.1.26) on a 


0 
Cox (x) = | dt Sp TO Re EU on (0) Ur 
En utilisant les propriétés de transformation (6.1.14) des densités 
des flux pour les transformations de Galilée et l'expression (6.1.27), 
on obtient compte tenu de l’isotropie du liquide: 


re _ ôu; CUR 2 du] \ _- ou, 
tik (@)= -n(< nd n er ) Cdi » 
| opv, 
Jak (TX) = Æ “À * Aan° 07h ? (6.1.28) 
x 08 OBVa 


qh (t)=uitix (x) +, GET ne À a Or * 


Dans les formules (6.1.28) les grandeurs n, & qui sont les coeffi- 
cients de première et de deuxième viscosité sont données par 


n=(los tu). o=(r; t), (6.1.29) 


où l’on a utilisé la désignation générale (voir la formule (4.4.20)) 


0 1! 
(a : ê)=B | dd| z | Sp et Ta’ (ri 2)e "TD (0) vo dA, 
— 00 0 


à" (a)= a (x) Ée (a). 


Comme nous allons le voir plus loin, les grandeurs 4,, 4°, Ac’, x 
sont liées aux coefficients de diffusion, de diffusion thermique et de 
conductihilité thermique. Elles sont déterminées par les formules 


suivantes 
=P"# (jai; Qi), Aa = PT! (91; jas): (6.1.30) 
Apar = B71 (Ja1; Jat)s X —=P(g:; gi)- 
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I1 y a lieu de noter que dans les coefficients cinétiques figurent. 
les fonctions de corrélation non pas des densités de flux 


(bar (&, T3 À) La'k' (0)) mais les grandeurs (Gun (& ,T3 À) Cr (0)), 
où &:, sont liés à x par les relations (6.1.27) (ici (ab) = Spw X 
X (a — (a))b, (a) = Spwa). Ceci est lié à ce que les grandeurs 


1 
K(r)= | d2 | di Eux (æ, 7; à) En (0), 
0 
à la différence des grandeurs 
1 
K'(r)= | dx | A. (Éan (æ, T3 À) Éarnr (0)), 
0 


ne tendent pas vers zéro pour t —> —oo. On peut s’en rendre compter 
en utilisant la relation ergodique 


1 
-i : 2 > ,  dw Obor 
€ rip | di | dx (Ca (x, À) — (Cax)) e ET à — F:73 
0 


qui découle de la relation ergodique fondamentale (2.4.24) pour 

l'opérateur statistique d'un système spatialement homogène [89]. 

En effet, il en résulte 

a, oo 
dcp 0Y8 


=C, (6.1.34} 


K (T) —— — 
T— —0 


et par conséquent, en vertu de (6.1.31), on a 
K'(t)=K(t)—C—— 0. 
T——00 
0 


C'est pourquoi les intégrales | dtK” (x), donnant les coefficients 


— 
cinétiques ne contiennent pas de grandeurs divergentes (de termes 
séculaires). 

Nous allons montrer que 


A = Ao, Aua! = Au’: (6.1.32). 


Remarquant que lors de la réflexion de l’espace-temps, les opéra- 
teurs j.r et g, sont transformés suivant les formules (6.1.21), on a 


Sp u'oe ET Eur (Ts À) e 7 SET gr (0) = 
= (Sp wotan (—%, À) ET Es (0) 7 Eye — 
= Sp pe" ET (0) AA 27 (—zx)w; 
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et par conséquent, 
Sp wpe For (25 À) 7% Ep (0) = Sp wge " Ear (x; À) 7 PT Enr (0), 


d’où l’on obtient les formules (6.1.32). 
Les relations (6.1.32) expriment le principe de symétrie des coef- 
ficients cinétiques d’Onsager. 
Les formules (6.1.29), (6.1.30) se simplifient si l’on utilise la 
relation 
0 
[ dr dà Sp u {e TA (h)e TB + ei ER (à) e TA) — 


— | drSpuye #*"Ae ‘ÆTB, A(i)=uws;rAuà (6.1.33) 


que l’on peut facilement démontrer en écrivant l'expression des traces 
dans le système des vecteurs propres du hamiltonien total &. 
En introduisant la désignation 
(ab )e,, = Spwo(a (&, t) — (a )o) (b (0) — (b )o); (6.1.34) 
les formules (6. 1.29), (6.1.30), en vertu de (6.1.32), (6.1.33), peuvent 
s'écrire comme *) 


n=+8 arf araunnes ER ( dr | arts 


,Aaî _ 
AA =+ | ar | dix (gift), vs (6.1.35) 


Aa = + f dr | aies #=4 [ dr | dir (gigi r 


te] 


En vertu de (6.1.31), la composante de Fourier X (w) — 


= ( dteietK (t) a une singularité en forme de delta pour w—=0: 


K (w) Æ C6 (o). 
C’est pourquoi on a 
| deK'(r)= lim j dreiutK (x). 


—œ 


*) Les formules du type (6.1.35) donnant les coefficients cinétiques ont 
été obtenues dans [61], [82], [57], [95]. 
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Cette relation permet d’exprimer les coefficients cinétiques à l’aide 
des fonctions de corrélation des flux &,x. Par exemple: 


x = lim | drevr | x (gigi), x. 
@—+0 e 


— 


Il est facile de montrer, à partir de (6.1.35), que les grandeurs 
n, &, %x sont positives. 
Comme les opérateurs des densités des flux de masse sont égaux à 


Fan (e)= —+ (pe (o) ee MO 4 (x) 


(Pa, Ÿa étant les opérateurs de création et d’annihilation des par- 
ticules du type a), on a 


tx (x) = À jan (T). 
a 
Compte tenu de ce que d'p, = p,ona 
QG 
> jan (x) = 0. 
a 
C'est pourquoi les coefficients cinétiques À4,, A,4+ satisfont aux 


relations suivantes 


NAe=0, D Aa = 0. (6.1.36) 
a a” 
Ainsi tous les coefficients 4,, 4,4 ne sont pas indépendants. 
En utilisant les expressions (6.1.28) pour les densités dissipatives 
des flux, on peut récrire les équations (6.1.1) comme suit 


ou , da 1 dp 1 9 ou d n \ du 
ar TU zx pp 0x | p 67; (n ) p 0æ (544 +) 
Pa |, Pa — _) Uk E) ( B_ CR" Va 
où RO a Or Or | ° Org Ozy 0 Oz 
a’ 
(6.1.37) 
2. 08 ÔuR 
a TU OTk ie PY Ok 
dus (1) 9 1 X dB ô 8BYa 
7 Ozk Lin ÔTh (5 ÔTR ET pa Aa ÔZR * 


a 
Ces équations forment le système d'équations de l’hydrodynamique 
d’un liquide à composants multiples. (La première de ces équations 
est appelée équation de Navier-Stokes.) Ces équations tiennent compte 
des processus dissipatifs ayant lieu dans les liquides en approxima- 


22-0393 
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tion quadratique par rapport au gradient, et, par conséquent, elles 
ne sont vraies que dans le cas où les gradients sont petits. 


On voit que les coefficients de transfert n,6, x,!4,, Au, s’expri- 
ment sous une forme générale par des fonctions de corrélation tempo- 
relles d'équilibre (6.1.34). Le calcul de ces grandeurs dans le cas d’un 
liquide est encore plus compliqué que celui du potentiel thermody- 
namique d'un liquide. Cependant, il est important qu'il existe des 
relations générales reliant les coefficients de transfert aux fonctions 
de corrélation. Si l’interaction entre les particules est faible (ou si 
la densité des particules est faible), on peut, pour le calcul des fonc- 
tions de corrélation, utiliser la méthode exposée dans le paragra- 
phe 5.4.3. Comme nous l'avons vu, le problème revient alors à la 
résolution de l’équation cinétique. Ceci se trouve en accord avec le 
fait que pour les gaz, le calcul des coefficients cinétiques revient à la 
résolution de l'équation de Boltzmann. 

Pour un liquide à un composant, les équations (6.1.37) s’écrivent 


ôu ou 1 op 1 9 ou 
Ge TU D — KE per = 9 
1 du] op OPUR 
+ (6+3)<, +0, (6.138) 
dE, do Oup  duy 1) _ 9  X. O®$ 
D Une OV on on (À des D? dns * 


où x=%, 1, à sont donnés par les formules (6.1.35). (Pour les liqui- 
des à un composant, la grandeur * est le coefficient de conductibilité 
thermique.) 
Considérons enfin les équations de l’hydrodynamique d’un liquide 
à deux composants [76]. En vertu des formules (6.1.36), la densité 
des flux de masse des deux composants du liquide peut s'écrire 
comme suit 
Jar = PCur +in, jen = p (A — Chux — ir, (6.1.39) 
où C = p,/p est la concentration du premier composant et i, le flux 
dissipatif de masse du premier composant, qui peut s’écrire comme 
suit 


… kr ÔT kp ôp 
on (Æ Ben © T 0e po ke (B:1:40) 


PPS EN TES 


DS 44 4, (Po — (F).. ) V=Vi— Va  B=TT". 


(Nous avons tenu compte du fait que pour un liquide à deux compo- 
sants, en vertu de (6.1.36), on à Aus = —Ayo = —Ao1 = A 
À, = —A, et la grandeur v est une fonction de trois variables 
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indépendantes C , p, T.) La grandeur Z est appelée coefficient de 
diffusion, la grandeur k; Z le coefficient de diffusion thermique et 
k ® le coefficient de diffusion barométrique. 

En vertu de (6.1.28), la densité du flux dissipatif d'énergie qx 
est donnée par la formule suivante 


, av ov ; OT 
dk = {kr (5e), nr ce) CT GES 
où x est le coefficient de conductibilité thermique égal à 


__ XAnT?— A? 
7 AnT® 


(— xVT est la densité du flux dissipatif d'énergie pour i, = 0). 
I] est facile de voir à partir de la définition de À,, À,, que x > 0. 

Compte tenu de l'expression de la densité des flux dissipatifs 
(6.1.39)-(6.1.41), on peut, conformément à (6.1.37), écrire l’équation 
de l’hydrodynamique d’un liquide à deux ee apr sous la forme 


ou 1 op 2 0 Eu ouR 
Se TU OR P 0x  Pp ôr; (n> EA )+- p = (+ | ÔxR ? 
2p pur | 2C ôC 1 ôis 
‘ot Oh Dr TUr ÔZR p ÔZh ? (6.1.42) 
Ô u° Fe) u? , 
ET (&+p+) EN {ou (v ++) + ugtf} + qi}. 


La dernière expression qui est la loi de la conservation de l'énergie, 
peut s'écrire de la manière suivante: 


ôs : 1" du; Ouh 2 | )° 
+ div S8 — OT (5 + dx; = a ik divu) + 


++ (div uÿ + dd (+ Fe), (TP# Y''e, 


su V4 (7), (Sc), 1} à 


Cette relation exprime la loi de l'augmentation de l’entropie: la 
grandeur s représente la densité volumique de l’entropie, # étant la 
densité du flux d’entropie. Le second membre détermine la produc- 
tion de l’entropie. 

6.1.3. Expression asymptotique basse fréquence des fonctions de 
Green hydrodynamiques. Dans le paragraphe 4.4.2 nous avons 
obtenu les formules générales permettant de trouver les expressions 
asymptotiques des fonctions de Green G5’ (k, «), 

0 : 


GP, w)= | dt | MrSpwft(z, 1), 8, (0) 


—œ@ 
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dans le domaine des w et k petits. Dans le cas où les grandeurs e; 
coïncident avec les opérateurs des densités £, (x) correspondant aux 


intégrales additives du mouvement \ dzrt, (&), la fonction de Green 
Gé, , w) = Gëg (k, w) est déterminée, en vertu de (4.4.32), 
dans le domaine des w et k petits par la formule 


(+) OT a T (k) _ 
Go (k, 0) TT Yo dYy (rx ne = 


+: 


La _y td 
ns —Vow(u—T(k)+i0) ne.  (6.1.43) 


où &4 = Spwts et la matrice T (k) est trouvée en résolvant ensem- 
ble les équations (4.4.9), (4.4.7). 

Considérons maintenant un liquide à un composant. Les gran- 
deurs £. (x) seront alors des densités &, n}, p. Les grandeurs 0&./0Y, 
figurant dans (6.1.43) peuvent s'exprimer en fonction du potentiel 
thermodynamique Q —Q (Y,, Y, —Y%/2Y 50) (voir (6.1.10)). Comme 


Ca = 03/0Y on à _ 


— 


da er 0? Q . 
dY»h  dYp0Yx !° DA) 


Le problème revient alors à la recherche de la matrice T4g (k) dans 
le domaine des k petits. A cet effet considérons les équations (4.4.7), 
(4.4.9) pour ©, (k) et T'as (k) dans lesquelles on développe ces gran- 
deurs en série suivant les puissances de &: 


Ca(k)= À ok), Tas(k)= 2 Ta (K), 


où 0”, Tag sont proportionnels à k". En substituant ces développe- 
ments dans (4.4.7), (4.4.9), il est facile de voir que 


TER ()= ki SEL, Lai Sp wo (0), 
2 .—. (6.1.45) 
TR () = Hi Y a" SE (ar 3 Lo). 


Puis, en utilisant les formules (6.1.29), (6.1.30) pour les coefficients 
cinétiques, on montre aisément que 
TE ()=ikYs ne, TÈ(k)=0, 
ro 


? 


(6.1.46) 


2 er 4 0Y 4 
TO (k)=iY 5" as {n (420; - kykr) — (b++ n) kg). 
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En vertu de (6.1.15), les densités des flux à l’état d'équilibre 
statistique sont données par les formules 


Q Y Y 2 
bon = pe — 0 pe — 7 PYAŸ a "Yi, 
Un = _ Yo 'ôm+PY a is, Gen = —PYrYs 
ou 
Ô Q Y = 
Car = M PIS PE (6.1.47) 


Ainsi, la matrice T'&g (k) n’est déterminée que par le potentiel 
thermodynamique (2. Quant à à la matrice T68 (k), en vertu de (6.1.46), 
elle est donnée, non seulement par le notentiel thermodynamique (2, 
mais également par les coefficients cinétiques, à savoir les coeffi- 
cients de première et de deuxième viscosité n, & et le coeffi- 
cient de conductibilité thermique x. 

Comme on peut le voir à partir de (6.1.43), les pôles des fonctions 
de Green (par rapport à la variable w) sont les zéros de l’équation 


det (o—T(k)=(0— 1)" A(k, w)=0 


pCy p 


n+i 
3 LS? 
Ru TER sb (6.1.48) 


D 
A(k, &)= 0 {522 (Entc)}e— 
4 


où S est la vitesse du son et Cÿ, C, sont les capacités calorifiques 


« 


à volume constant et à pression constante 


S-() Cr=(+),. c,=(+).. 


La solution des équations (6.1.48) par rapport à k s'écrit pour w 
petits 


k=w/S+ik, k'— mer {sntéts (---)} (6.1.49) 


Cette grandeur donne l’amortissement du son, dû à la viscosité et 
à la conductibilité thermique. 
On voit que les fonctions de Green dans le domaine des w et 
k petits ont des pôles correspondant aux ondes sonores faiblement 
amorties qui se propagent dans un liquide. 
Les formules (6.1.43), (6.1.44), (6.1.45) déterminent entière- 
ment le comportement asymptotique de la fonction de Green 
«B (&, &w) dans le domaine des w et # petits. Nous allons écrire ici 
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l'expression explicite des fonctions de Green G#(k, w), 
Ge (k, ©) [50]: 
k° 


GP, o)= Re (o+ike ), 
GE o)= {ovo + (vor (SE) )). 


Soulignons que les formules asymptotiques (6.1.50) sont vraies à la 
limite thermodynamique, lorsque «© << w! et k € L”! où tv, est le 
temps d'établissement de l’équilibre statistique local et L la lon- 
gueur du libre parcours moyen des particules (égale dans le cas d’un 
liquide à la distance moyenne entre les particules). 


(6.1.50) 


$ 6.2. Equations de l’hydrodynamique 
d’un liquide superfluide 


6.2.1. Flux des grandeurs hydrodynamiques. Dans le paragraphe 
précédent, en utilisant l’idée générale de la description abrégée de 
l’état d’un système, nous avons obtenu les équations de l’hydrody- 
namique d'un liquide normal. D'une manière analogue, nous allons 
obtenir maintenant les équations de l’hydrodynamique d’un liquide 
superfluide (la démonstration microscopique de ces équations a pour 
la première fois été donnée par Bogolioubov [291). 

À la différence d’un liquide normal, un liquide superfluide est 
caractérisé par le fait que le nombre de particules avec une certaine 
impulsion (qui est nulle si le condensat est au repos) dans un cer- 
tain intervalle de température est macroscopiquement grand. C’est 
pourquoi, l’état d'équilibre statistique d’un liquide superfluide est 
un état dont la symétrie par rapport aux transformations de gra- 
dient est spontanément perturbée (voir 2.3.1). La symétrie de l'état 
d'équilibre statistique d’un liquide superfluide étant perturbée, 
on ne peut utiliser pour décrire ce dernier, les équations de l'hydro- 
dynamique d'un liquide normal. | 

Pour un liquide normal, nous avons obtenu les équations du 
mouvement en utilisant les propriétés de transformation par rap- 
port aux transformations de Galilée des densités des flux de diffé- 
rentes grandeurs hydrodynamiques, liées aux propriétés de transfor- 
mation (6.1.13) de l'opérateur statistique d'équilibre d'un liquide 
normal. Pour un liquide superfluide, la situation se complique nota- 
blement, car son opérateur statistique n’a pas de telles propriétés. 

Comme l’état d'équilibre statistique d'un liquide superfluide 
est un état dont la symétrie est spontanément perturbée, il est tout 
naturel de le décrire en utilisant la méthode des valeurs quasi moyen- 
nes. À cet effet il y a lieu, comme nous l’avons vu au paragraphe 3.2.1, 
d'introduire dans le hamiltonien figurant dans la distribution de 


$ 6.2] ÉQUATIONS DE L’HYDRODYNAMIQUE D'UN LIQUIDE SUPERFLUIDE 343 


Gibbs le terme supplémentaire ô%# = v | &rf (x), où f(x) est un 


certain opérateur (voir le $ 3.2) tel que le hamiltonien modifié 
A3= A + ÔSE ne commute pas avec l’opérateur du nombre de 
particules NW, [N, &-1 3 0. La symétrie de l’état d'équilibre sta- 
tistique par rapport aux transformations de Galilée sera alors per- 
turbée (le hamiltonien = n'aura pas les propriétés de transforma- 
tion (2.3.26) par rapport aux transformations de Galilée), et c’est 
la raison pour laquelle dans le cas d’un liquide superfluide on ne 
peut utiliser la méthode du paragraphe précédent pour calculer des 
densités des flux qu'on doit connaître pour obtenir les équations de 
l'hydrodynamique. 

Nous allons supposer que d#-, tout comme &G£, commute avec 


l'opérateur de l'impulsion [P4, 4-1 — 0 (c'est-à-dire que la den- 
sité vf (x) de la grandeur 6 est un opérateur invariant par rapport 


à la translation). On a alors [P;,, w] — 0, où w est l'opérateur sta- 
tistique d'équilibre correspondant au hamiltonien #3: 


w=exp{Q—YoS"—YiPr}, = H;—vM, v=h (6.2.1) 


os Yu —VYo = Y, sont les forces thermodynamiques caracté- 
risant l’état d'équilibre statistique). Il est facile de voir que l’état 


décrit par l'opérateur statistique correspond au repos du condensat. 
En effet, 


Sp w [P», ail = pz Sp w a;, 


et comme le premier membre de l’égalité est nul, un nombre macro- 
scopique de particules ne peut se trouver que dans un état avec une 
impulsion p — O (ce nombre est égal à | Sp wa; |, voir 3.2.1). 
Il y a lieu maintenant de trouver les valeurs moyennes des opéra- 
teurs des densités des flux de l'énergie q;, de l’impulsion !;,, et de 
la masse j, à l’état d'équilibre statistique, plus exactement, d’établir 
une relation entre ces grandeurs et le potentiel thermodynamique 
© — de ne Q/F" (85i. 


L'état (6.21) étant invariant par rapport à Ja translation 


(LP:, w] = 0), les valeurs. moyennes des opérateurs gs, tin, jr sont 
déterminées en vertu de (2.2.39)-(2.2.41) par les formules 


m= 7 | dtzzr (Le (x), (0))), 
tn = —(E (0) 6x —i | Mrz(e(z),-m(0)) (6.2.2) 


in —i | dax, ((e (x), P (0), 
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où (...) = Sp w... Cependant il est plus commode de calculer 
d’abord les grandeurs 


tin = —(e"(0)) in — à | zx, ({e’ (x), (0)]), 


| | | (6.2.3) 
di=—+ | daz(le’ (æ), 8 (0))) 


e"(z)=e; (x) —Ep(x) 


et E= (x) est l’opérateur de densité d’« énergie » correspondant au 
« hamiltonien » #3. Nous allons tout d’abord trouver /;,. Préalable- 
ment nous allons montrer que l'intégrale | drxryn, (x) figurant dans 
la formule pour f;, est un générateur du groupe des transformations 
linéaires arbitraires 

Ti —+ ZT; — Aixlr. (6.2.4) 
Remarquons à cet effet que les opérateurs #(x) et (x) — 
— 1 (ax)| det a|!/2 satisfont aux mêmes relations de permutation. 


C'est pourquoi elles sont liées entre elles par la transformation 
unitaire ÜU, qui agit dans l’espace de Hilbert 


Ur (x) UË = +’ (x) = | det a |[!/° 14 (ax). (6.2.5) 
Cette transformation n'est pas liée aux propriétés de symétrie des 


équations du mouvement et ne donne donc pas lieu à des lois de la 
conservation. Considérant les transformations infinitésimales (6.2.4) 


Gin = Ôin + Eim 1ElK1 


et en supposant que 
Un = 1 — ibuilin, 
(où l';} est le générateur du groupe de transformations (6.2.4)), 


on trouve à partir de (6.2.5) 


un, (a) =ix: EL ++ Oix (x), 


d’où 
ir = | rt (x). (6.2.6) 


Compte tenu de (6.2.6), on peut écrire la formule (6.2.3) pour fix 
comme suit 


tin= —(e'(0))ôn— (Tu €’ (0)]). (6.2.7) 
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Le potentiel thermodynamique Q, en vertu de (6.2.1), est déter- 
miné par la formule 


e-2= Spexp { “| dxh (x)} … h(z)=Y%"(z)+ Yu (x). 


Pour calculer t;;, considérons la transformation unitaire de l’opé- 
rateur À (x) 

Uh(æ)Ut = h,(ax)|deta|. (6.2.8) 
(Cette formule permet de trouver l'opérateur =, (x).) Il est évident 
que 


e-2= SpU, exp {— ( Bzh(z)} U3 = Spexp {— { rh, (x)} : 
ÿ LA 


où 7’, —=7" | det a |. Comme Q est proportionnel à 7',on a 


exp(—Q/|det aj)=Spexp { — | dirh, (æ)}. 
A 


Compte tenu de ce que au = ôur + Ext, lExtl & 4, on obtient 


ôhka (0) : 
Q dEni po — PrÔnr. dé dé 


00 


D'un autre côté, comme pour des &4, petits U, = 1 — iEuTyx, on 
a en vertu de (6.2.8) 


| a 0ha (0 n 
LT, RON = (LE), — On (0). 


Donc 


& ([Tms À (O)1) + One (À (0)) = wSOpr. 


En y substituant l’expression ci-dessus pour À (x) et compte tenu de 
(6.2.7), on trouve 


, LY Y : | = 
Din = —-7 in + On (ru (0)) + i (lu, 7 (0)])}. 
0 0 

À partir de la relation (2.3.27) on obtient immédiatement que 
(ITaes 5te (0)]) = éôa: (3e: (0)) + Éô1x (ru (0)). 

Puis en remarquant que 

(ri (0)) = 0w-/0Y;, 
on trouve finalement 
a TR 
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Nous allons maintenant passer au calcul de qg,. En utilisant à 
cet effet la formule 


1 
[w, a(x)] — —w | dE a(z; À), a(z; À)=w }a(xz)u*t 

| 0 
ou 

1 

[w, a(x)] =w [ dAf[Inw, a(x; À)], 

0. 

on trouve 


1 


We, e'(a)l=uw | dif—Yolé", 8'(2; Ya lPs € (gi à)]}. 
0 


(6.2.10) 
En vertu de (2.2.37) 


if", e’(z)]= — 098 (x)/oxe. 
1 
dh(a)=+ | da'zi | défe"(æ—(1—E5)2"), 8 (+8). 
0 


Comme [w, P;,] = 0, en vertu de (6.2.3) qi = Sp wgi (x). Puis 
compte tenu de ce que 


PP, & (Gi ©, 
on peut récrire la formule (6.2.10) comme suit 


Lw, e (x) = 
{ 
= —i uw [do (gites à) —(Qh))+ Ya (8 (73 À) —(E))). (62.11) 
0 
Remarquons maintenant que 
i | dirxi(fe’ (x), Es O=i | Pr Splw, & (x)]éz(0),  (6.2.12) 
où É(t)=e" (x), Gi (x) = 74 (x). 
En substituant (6.2.11) à (6.2.12) et en intégrant par parties, 


on obtient compte tenu du principe d'affaiblissement des corréla- 
tions 


—i | dem(le' (æ), &(0)) = 


1 2 
_ Î dà | dix Spw (Eu (x ; À) — (Ëx)) (Y 091 (0) + Yi’ (0)). 
U DR ee OSEE 
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Comme 


{ 
ww | aw (És(æ, A)—(E), œ—0, 1, 2, 3, 
0 


à À dia ((8' (a), É(OD = Yo + Yi, € = (&" (0). 


En posant dans cette formule & = 0, &« = k, on obtientà partir des 
définitions vus 


de” 
M RUE FF Yi; = Yo = 2q1, — do, — En - pire CUTE 


(6.2.13) 


La première de ces équations peut être envisagée comme une équa- 
tion différentielle pour q. En remarquant que &e” — 0w-/0Y,, 
on trouve 


, 0 v 
qi = RCE AS AUS 7 (6.2.14) 


où C, sont des constantes d'intégration pouvant dépendre de Ÿ4. 
En substituant (6.2.14) dans la seconde des équations (6.2.13) et 
compte tenu de l’expression (6.2.9) pour {:, on obtient 8C/0Y, =0, 
c’est-à-dire que C, ne dépend pas non seulement de Ÿ,, mais égale- 
ment de Ÿ,. Comme, de plus, Y,est la seule grandeur vectorielle 
à notre disposition, il y a lieu de poser C'; = 0. Ainsi 

OT: 
E — ( 9Yo Yo he ee) 


Le potentiel w- est une fonction des variables Y,, x, v — ee. 


En supposant que les variables Ÿ,, Ÿ, et Y, — —Y,v sont indé- 
pendantes, on a 


De — OS (Yo: Y»; Y4) —= DS (Yo; , —Y 5), 


v 
et, en remarquant que 


(p étant la densité d’un liquide superfluide), on peut écrire les for- 
mules (6.2.15), (6.2.9) comme suit 


oŸ} 
vV 


EE 0 U Yi , = EUR . 
D = 57 y, 2 LR (6.2.16) 
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Nous allons maintenant passer à la définition des grandeurs 
Gr, tin, Jx. Compte tenu de (6.2.2) et de la définition de l'opérateur 


eg’ (x), on a 
e'(r)=e(z)+vf(x)— + p(x), 
(e (x) étant l'opérateur de la densité d'énergie), on obtient 
qi = qi À ([E (0), T:])+— (-)° (lb (0), Ta) + vDa, 
tin = tin + À pô —i [ri (0), Dal) + VD,  (6.2.17) 


où 
Da=itte(0), À dx f (æ)) —5E (1F(0), Tan + 
+5 (LO), | drmif (x), 
Din = — Bin (F(0)) + ([F (0), al), Tr= | Prxp (&). 


(La grandeur l', est le générateur du groupe de transformations de 
Galilée, voir (2.3.25).) Les commutateurs figurant dans les gran- 
deurs D, et D;, sont, vu les relations de permutation canoniques, 
des opérateurs quasi locaux. C’est pourquoi leurs valeurs moyennes, 
conformément à la méthode des quasi-moyennes, ont une limite 
finie pour 7° —+ o et v — 0 (on effectue d’abord le passage à la limite 
thermodynamique %'—> oo). D'où en passant dans (6.2.17) à la 
limite thermodynamique Ÿ° — et en faisant ensuite tendre v vers 
zéro, on obtient en vertu de (6.2.16) les expressions suivantes pour 
les valeurs moyennes des densités de flux de l’énergie et de l’impul- 
sion d’un liquide superfluide à l’état d'équilibre statistique : 


. 9 Y Y : ® 
qgh =|\q}} = — Yo += ++ y +i Lite (0), T;]} — 
 - 
7 (45) ICO), ra. 
= Le) 4 : < 
ta nt — pe ge? 4e On + ir (0), Dali. 


l', étant le générateur des transformations de Galilée, on a 
il (0), Tal=nx(0), éfm(0), Tx]=6mPp(0), Ip (0), Lx] =0 


(voir les formules (2.3.26)). Donc 


4 OŸR 


= à OYh 


HO ŸYn , H 
Re pe om ds RE —7 Y, (6.2.18) 
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où x est la densité de l'impulsion d’un liquide superfluide. 
L'opérateur de la densité du flux de masse coïncide avec l’opé- 
rateur de la densité de l'impulsion. Donc 


În = nn — 00/0Y», (6.2.19) 


{car la grandeur x, en vertu de la définition du potentiel thermody- 
namique est égale à 0w/0Y;). 

Les formules (6.2.18), (6.2.19) donnent une solution au problème 
posé : elles relient les flux à l’état d'équilibre statistique au poten- 
tiel thermodynamique © (ŸY 5, Yx, Y,). Remarquons que ces for- 
mules sont dans une égale mesure vraies pour un liquide normal. Mais 
alors que pour un liquide normal w n'est fonction que de deux varia- 


bles Y,, Vis, o = © (Ty, Y, — 5 Y; YS), pour un liquide 
superfluide les variables Y,, Y,, Ÿ% figurent dans le potentiel 
thermodynamique d’une manière indépendante, c'est-à-dire © — 
= © (Yo Yx, Ÿ2). C'est pourquoi, la densité de l'impulsion d’un 
liquide normal peut, ne vertu de (6.2.19), s’écrire comme 


= — Yr dw 
RS 7 
et comme 0w/0Y, = p, on a n18 = —pYz/Y,. Cette formule montre 


que la grandeur —Ÿ,/Y, est la vitesse du liquide u,, de sorte que 
7x = Pur. La densité de flux d'énergie s'écrit alors 


Re LE 
E Le 9, Yo 
Dans le cas d’un liquide superfluide, on peut seulement écrire 
k - 00 
03ÿ+ ) 


La grandeur — Y/Ÿ, =u, peut être interprétée comme la vitesse 
de la composante normale du liquide, et la grandeur 


Pn = —2Ÿ9 SFE (6.2.20) 


comme la densité de masse de la composante normale du liquide, 
de sorte que 


= Pan. (6.2.21) 


Une telle interprétation, comme nous allons le voir au paragraphe 


6.2.3, est conforme aux propriétés de transformation des densités 
de flux. 


Il est évident que la grandeur p, ne coïncide pas avec la densité 
otale du liquide p qui est toujours donnée par la formule 


p — 0w/0Y4. 


350 EÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MACROSCOPIQUE [CH. 6 


C'est pourquoi la grandeur 
Pe = P — Pa (6.2.22) 


doit être interprétée comme la densité de la composante superfluide 
d’un liquide. Dans l’état décrit par l'opérateur statistique (6.2.1) 
la vitesse de la « composante superfluide » w, est nulle. La densité 
de l’impulsion (ou la densité du flux de masse) est donc déterminée 
par la formule (6.2.21). Comme nous allons le voir dans le paragraphe 
6.2.3, dans le cas général où u, est différent de zéro, la grandeur x 
sera déterminée par la formule 


% = Pnun + Pal (6.2.23) 

Remarquons pour conclure ce paragraphe que les densités des 
flux de l'énergie q: = Cox, de l’impulsion ty; = Em et de la masse 
Ïn = Cr peuvent, en vertu de (6.2.18), (6.2.19), être écrites à l’aide 
de la formule générale suivante 


_. 0 oŸk ” a Y 
Gun — 7 y. + aps a (6.2.24) 


Remarquons que les formules obtenues pour les flux sont vraies 
non seulement pour les systèmes de Bose dégénérés, mais également 
pour les systèmes de Fermi dégénérés. 

6.2.2. Equation du mouvement pour l’opérateur statistique d’un 
liquide superfluide. Pour trouver les équations du mouvement d’un 
liquide superfluide il y a lieu, primo, d'introduire la vitesse de la 
composante superfluide et, secundo, d'être en mesure de décrire 
les états spatialement hétérogènes d’un liquide. 

Nous allons avant tout montrer comment on peut décrire l’état 
d'équilibre statistique lorsque la vitesse de la composante super- 
fluide est différente de zéro. À cet effet, il faut soumettre l’opéra- 
teur statistique w (6.2.1) à une transformation unitaire U, corres- 


pondant à une transformation de Galilée à la vitesse uw, : 
D + Lung = US UU ny. (6.2.25) 


[ est facile de voir que dans l’état w,, à la différence des états w, 


un nombre macroscopique de particules est doué non pas d’une vitesse 
nulle, mais de la vitesse u.. En effet 


TE Spuua; = 77 "*SpuUsa;Ux,, 
et comme 
UnanU is = Gp us 
on a en vertu de (6.2.1) 


—v—l1/s 
f 2 Sp Vull ad Ô, mus 
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ce qui démontre notre assertion. 

Ainsi le paramètre uw, figurant dans l'opérateur statistique w,. 
peut être interprété comme la vitesse des particules du condensat 
ou comme la vitesse de la composante superfluide du liquide. 

Remarquons que le nouvel opérateur statistique w, ne commutera 
pas non seulement avec la masse, mais également avec l'opérateur 
de l'impulsion du système. Cependant il commutera avec l’opéra- 
teur P — u,M, où M est l’opérateur de la masse du système 


(P—u.M,uw,]=0. (6.2.26) 


En effet [P,w]=0, c’est-à-dire [US PU.., w,,] =0. Mais UX,PU,,.— 
—=P—u,M (voir (2.3.26)), on obtient ainsi la formule (6.2.26). 


Comme 
Unb(z)U = vp(z)e "se, (6.2.27) 
on a la relation 
u, = vy (x), (6.2.28) 


où ® (x) est la phase de la grandeur Sp Lu (x) : 


p (x) = Im In Sp w, ÿ (x). 

Nous allons maintenant passer à la description des états non 
homogènes hors d'équilibre d’un liquide superfluide. Nous avons 
vu que l'opérateur statistique w, ne commute pas avec l'opérateur 
de l’impulsion. Pour cette raison les valeurs moyennes des combinai- 
sons non invariantes par rapport au gradient des opérateurs de 
champ + (x), Ÿ* (x) ne seront pas invariantes par rapport à la trans- 
lation. En effet, considérons la grandeur 

SP ÆusŸ" (T4) » ++ D (æx) D (y) - - - (un). 
Elle peut s’écrire comme suit 
N (Ti, TR Yus ee, Yi eXxpimus (y; +... y; — 
| —Lj —... — Th), 
où n est une grandeur invariante par rapport à la translation, c’est-à- 
dire 
Ni +... TR HA; Yi + ..., Yi +a) = 
= NN (, ..., Th Yu oo VD) 
(a est le vecteur de translation). Cette formule montre que les gran- 
deurs non invariantes par rapport à la translation, apparaissant 
pour À # 1, lors de la translation du système acquièrent un facteur 
de phase du type exp imu,a (1 — k). Quant aux grandeurs physi- 
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ques qui sont les valeurs moyennes des combinaisons invariantes 
par rapport au gradient des opérateurs de champ, elles seront inva- 
riantes par rapport à la translation. 

Pour pouvoir, ultérieurement, élaborer la théorie des pertur- 
bations par rapport aux gradients, il y a lieu d’éliminer entre les 
fonctions de distribution à particules multiples les facteurs de phase 
exp imu,æ Variant rapidement. À cet effet, au lieu des fonctions de 
distribution à particules multiples Sp p (t)#* (x)... (y) il 
faut envisager les grandeurs 


M: (Zi, y Th; Yaris - - 0 Y 1) in exp à (@ (x, t) + 
+ pan 1 p (Yu t —... —p(vrt))-Spp de Ÿ° (ti)... 
DT (x) Ÿ (Ua) + - - D (Yu), 
où‘p (i) est l'opérateur statistique à Jdtant 1, WU (x) = (x, t) 
et o (x, t) sont le module et la phase de Sp p (t)% (x): 
Sp p (t)wd (x) = n (x, t) exp ip (x, t). (6.2.29) 


Pour l’ét:t d'équilibre, les grandeurs 1, (æ,, . ..,; .- .., y) ne 
changent pas lors de la translation du système, par contre, dans le 
cas des états hors d’équilibre spatialement non homogènes, elles 
varient lors de la translation, cette variation sera petite lorsque la 
non-homogénéité spatiale sera faible. 

D'une manière analogue à (6.2.28) la grandeur 


a, (z, 1) = Vo(x, ?) (6.2.30) 


sera interprétée comme la vitesse locale de la composante super- 
fluide. 

La grandeur m; (1 +, . ..;...,7 +) peut être représentée 
comme la valeur moyenne d’un produit d'opérateurs wŸ, Ÿ* avec un 


certain opérateur statistique p différant de p (4): 
Me ri +2, 5... ya +) = Spp (æ, €) ÿ* (a) - . . ÿ (y. 
Il est facile de voir que 
px, t)= etPeU (6) p (AUS (4) etre, 


U% (t) = exp { —— | dSxrœ(x, t) po") (x)) 


Vu que, conformément à notre hypothèse, n; (x: +zx, --.; ... 
. y +æ) est une fonction de x variant lentement, l'opérateur 


statistique p (x, t) sera doué de cette même propriété. L'opérateur 
p (x, t) satisfait de toute évidence à l’équation 


= RE = [P,, p(z, t)]. (6.2.32) 
Tk 


(6.2.31) 
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Nous allons maintenant obtenir l'équation du mouvement pour p. 
A cet effet remarquons que le hamiltonien “Z est de la forme 


= | avé (x) vb (e)+ 
To | Œzid°r,ÿ" (x) Ÿ° (T2) V (ti — Ze) Ÿ (2) Y (x). 


C'est pourquoi, compte tenu de ce que Un (x) US = v(x) exp ip(x), 
on a 


PU HUS 6 PE = GE + | Bzx'u,(z+az')ñ(z)+ 


| ++ | Pr'u,(r+zx) pm (z'). 
Remarquant que | 


PAL ou Ô , . 
D KE, ON, = — + | Mr ED po (a), 
on M 
PEN (Hz), P(& D (6.2.3) 


où 
(x, t) = ff + | dzr'u,(xz+zx", t)n(zx) + 
++ (ar {IE t) EL imui(z+z!, nr Dm (2). 


Pour obtenir une équation fermée pour p;. il faut exclure de & la 
phase œ et trouver de plus |? équation du mouvement pour la vitesse 
u, (x, t). Notons à cet effet qu'en vertu.de (6.2.29), (6.2.31) on a 

n(z, 4 =Spp(z, t)#(0)>0, Im Spp (x, t)+ (0) = 0. 
(6.2.34) 


En dérivant la seconde de ces relations par rapport à £ et en tenant 
compte de (6.2.33), on obtient: 


REED 4 3 mui(xz,t)= —u(x, t), (6.2.35) 


u (æ, t)= 
= —n"t(z, {5 An(z #+ReSpp(z, 1) (V,Y(0)]}. (6.236) 


En vertu de cette équation, on a 


De — (mu Fees Lui) —=0, rotu, = {). (6.2.37) 
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La phase @se trouve exclue du hamiltonien efficace (x, t) au 
moyen de l'équation (6.2.35) 


(x, t)= SE + 
+ Bz'u,(z+z)ñ(x)— 1 | zr'a(rtz)0 (x). (6.2.38) 


mn 

Ainsi l'opérateur statistique p (x, t) satisfait à l'équation (6.2.33) 
où le hamiltonien efficace &# est déterminé par la formule (6.2.38), 
et les grandeurs etu, par les formules (6.2.36), (6.2.37). 

Lorsqu'on passe de l’opérateur statistique p (4) à l'opérateur 
statistique p (x, t), on peut dire que l’on passe à une nouvelle repré- 
sentation commode pour l’étude des états faiblement non homogènes. 
Dans cette représentation, on peut définir les opérateurs & (x, t) 
correspondant aux opérateurs initiaux a (x) de telle sorte que 


Spp()a(z) = Spp(z, tax, t). 


Les opérateurs & (x, t) sont de toute évidence liés aux opérateurs 
initiaux par la transformation 


a(z,t)= eiPeU, (t)a(æ)Ui(t)e-irz. (6.2.39) 


En particulier, à partir de l'équation (2.2.31), on obtient pour 
e, 7, p(m) : 


e(z, t)=2(0) +7 (0)u, (x, t)+p°" (0) +? (x, à), 
a (x, t) _ LL (0) ES pt (0) u, (x, t), (6.2.40) 


pt"? (x, t) _ pt? (0). 

6.2.3. Equations de l’hydrodynamique d’un liquide superfluide 
parfait. Dans les deux paragraphes précédents, nous avons obtenu 
l’expression des densités des flux de l’énergie, de l’impulsion et de 
la masse et trouvé les équations du mouvement pour l'opérateur 
statistique d’un liquide superfluide. Ces résultats permettent mainte- 
nant de trouver les équations de l’hydrodynamique d’un liquide 
superfluide. Nous nous limiterons au cas des équations de l’hydro- 
dynamique d’un liquide parfait, c’est-à-dire que nous ne tiendrons 
pas compte des processus de dissipation dans les liquides superflui- 
des. A cet effet, il suffit de connaître l’opérateur statistique en 
approximation zéro par rapport aux gradients. 

L'état d'équilibre d’un liquide superfluide est, comme nous 
l'avons vu, caractérisé par la vitesse de la coniposante superfluide 
u, et par les densités &,, c'est-à-dire par les densités de l’énergie e, 
de l’impulsion x et de la masse p ou, ce qui est la même chose, par 
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les variables u,, Ÿ , (toutes ces grandeurs ne dépendent pas des coor- 
données). C’est pourquoi, il est tout naturel de supposer que l’état 
hors d’équilibre d’un liquide superfluide, pour des intervalles de 
temps supérieurs au temps d’établissement de la distribution locale 
de Gibbs, sera caractérisé par les variables locales u, (x, t), &o (æ, t) 
qui sont des fonctions variant lentement des coordonnées et du 
temps. Ceci signifie que l’opérateur statistique p (x, t{), pour t 5 +, 
sera une fonctionnelle universelle de w,, a : 

p(z, t)——0(z;u,(z’,t}), La(x’, t}), (6.2.41) 


tOTr 


ne dépendant du temps t{ que par l'intermédiaire des variables 
u,(x’, 1), La (&’, t), de plus cette fonctionnelle reste inchangée 
lors del a translation simultanée xx +a,u,(x’, t)— u,(x'— 
—a,t), Ga (æ', t)—to(z  — a, t). 

L'opérateur statistique grossier © doit de toute évidence satis- 
faire aux relations suivantes 


Spo (ri us, Lo)bo (æ, t) = La (æ, t). 
Les équations du mouvement (6.2.33) pour l'opérateur statistique 
grossier 6 peuvent s’écrire comme suit 
[SE (x, 1), of; us, Ca)] = 
à » [OO (z: us, &) x &la (T,_t) 60(r;u,, t) Ou, (x; t) 
if (ete De RO, MER DU ED (6.2.42) 
Les grandeurs ôu./0t et 0t./ôt figurant ici doivent être exclues, la 


première à l’aide de l'équation (6.2.37), et la seconde à l’aide des 
lois de la conservation 


Es —<e, (6.2.43) 


où Von (t; us, &) = Spo (x; us, ©) Con (x, 1). Ces équations de 
pair avec l'équation (6.2.37) pour w, sont, en fait, les équations de 
l'hydrodynamique d’un liquide superfluide. Cependant, pour qu'el- 
les forment un système fermé d'équations, il y a lieu de trouver l’opé- 
rateur statistique grossier © en tant que fonctionnelle des grandeurs 
Us, Ca- 

Nous allons résoudre ce problème dans le cadre de la théorie des 
perturbations en supposant que les gradients de u, et &, sont petits. 
Dans ce cas, l'opérateur statistique © (x; u,, &) peut être développé 
en série suivant les gradients des grandeurs u,, to : 


Ga: u,. t)=0oo(u,(x, t), C(x, t))+ 


HIER Guu (as (x, #), G(&, #))+ 


+ UE Gi (us (æ, #), EC, D). (6.246) 
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OÙ Co, Ours Où ne dépendent de x que par les grandeurs u, (x, t), 
Ca (Z, t) au point x. 
Dans la représentation que nous avons envisagée, les opérateurs 


des flux cr (x, t) dépendent, en vertu de (6.2.39), d’une manière 
non locale de la vitesse de la composante superfluide u, (x, t). C'est 
pourquoi, ils doivent également être développés suivant les puis- 
sances des gradients u, (x, t): 


Can (æ, t)= ER (&, D) +R (x, D +... 
où les opérateurs E!% (x, 1) sont donnés en vertu de (6.2.40), (2.2.39) 
et (2.2.41) par les formules suivantes 
ED (x, = 98 (a, 2) = qu (0) +uu (æ, t)ên (0) ++? (x, 6) Fu (0) + 
+ ur (æ, 2) {2 (0)+uur(æ, 2) (0) ++ ui (æ, 4) p (0)}, (6.2.45) 


ue, 2) = (æ, 1) = Len (0) Hi (æ, t) tn (0) + 
+ Uk (x, l) TU (0) + Usk (x, t) U,; (x, t) pr (0), 
ED Ce, = jh (x, 1) ja (0) + ur (&, à) p (0). 


Les opérateurs jh (0), Lin (0), gx (0) sont déterminés par les formules 
(2.2.39)-(2.2.41) et pris au point x = 0. (Les opérateurs ££k sont 
proportionnels à 0u./0x, et nous n’en aurons pas besoin lors de l'étude 
d’un liquide superfluide parfait.) : 

Le développement (6.2.44) de l’opérateur statistique 6 induit le 
développement des grandeurs p et n suivant les gradients 


DE, t)=po(e, t)+hue, D +..., 

ne, t)= no (2, t) + (2, 1) +... 
mo(r, t)= —n" (x, t)ReSpo(u, (x, t), Ex, t))[V, w(0)|, 
no(z, t)=Spoo(u,(x, t), &(x, t))b(0) 


(6.2.46) 


Ce développement induit, à son tour, le développement du hamilto- 
nien efficace # en série suivant les gradients 


A (x, 1) = Hole, 1) + Hi, 1) +... 


Hot, 1) =H+Pu,(z, t)—miMuo(z, t).  (6.2.47) 
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(Nous n'’aurons pas besoin de l’opérateur “#, et nous n’allons pas 


donner son expression explicite.) L'opérateur statistique 6,, en vertu 
de (6.2.42), (6.2.32), (6.2.34), doit satisfaire aux équations: 


10 (z, t), Co (u,, C)] — O, [P,, CA (u., t)] = 0, (6.2.48) 
Im Spoo(us, &)b(0)==0, Spoo(us, t)#(0)>0. (6.2.49) 


De plus, vu que Sp G(z;u,, tte (x, t)=&e(x, t), on doit avoir 
la relation suivante 


| Spoolus E)Éa(r, D =ta(z, t). (6.2.50) 


Après avoir trouvé 6, à partir de ces équations on peut en vertu 
des équations (6.2.37), (6.2.43) obtenir les équations de l’hydrodvna- 
mique d’un liquide superfluide parfait : 

Us 


He {mips+ ui) = 0, 


0 
dx ER 


rot u, =0, Von (6.2.51) 
où u, est donné par la formule (6.2.46) et 
tar (5, t)=SpOo(us, L) Eur (2 4). (6.2.52) 


Nous allons montrer que pour 6, on doit prendre l'opérateur 
Co(as, )=exp{Q—Yo(r, 1) —Yi(x, à) Pi —Y,(x, 1) M}=ux, 


| (6.2.53) 
qui satisfait aux équations (6.2.48), (6.2.49) dans le sens des valeurs 
quasi moyennes; toutes les valeurs moyennes figurant dans les 
équations (6.2.46) doivent également être entendues comme des 
valeurs quasi moyennes (voir 3.2.1): 


o=1(0); Imlb(0)}=0, uo=—n0 ReiV,p(0)]j. (6.2.54) 


En vertu de (6.2.50) les fonctions Yo, Yr, Y4 figurant dans 
(6.2.53) sont déterminées à partir des équations 


tal, 1) =Spus (x, t)É(æ, t). (6.2.55) 


Nous allons montrer que la grandeur 1, figurant dans l'équation 
(6.2.51), pour la vitesse de la composante superfluide, est égale à 


Ho — —mY J/Y 0. (6.2.56) 

Remarquons à cet effet que pour v quelconque, on a les relations 
x, Pal= 0, lo, dfal= (ÉE +5) TM, 14169, vs 

(6.2.55) 
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et par conséquent 


Sp w=[V, p(0)]1= Sp; | Fe M—H5—Pas, (0) |= 


Spw-[ô, p(0)]. (6.2.58) 


En accord avec la méthode des quasi-moyennes la grandeur 
1° (æ1) - - - (x,)} est finie. (C'est pourquoi. la grandeur 
v”! EH, (0)! est également finie, et le dernier terme dans la 
nue (6.2.58) disparaît pour v —+ 0. D'où l’on obtient la formu- 
le (6.2.56). 


En remarquant que la grandeur v-! Hô, d* (x) ...% (x,)]} 
est finie, on a en vertu de (6.2.57), (6.2.56) 


So D (&1).. P(rn)li = 0. 
À partir de la première équation (6.2.57) on a de toute évidence 


ÎLP:, Ÿ* (1) ... b(z,)]i = 0. 


On voit ainsi que w- satisfait en effet aux équations (6.2.48) 


pour les valeurs quasi moyennes. De plus, l’opérateur statistique 


w= satisfait au principe d'’affaiblissement des corrélations. C'est 
pourquoi, on doit admettre qu'on a la relation (6. 2. 93). 
Remarquons qu’en |’ ‘absence de gradients 6 — cet en vertu de 


(6.2.41) on a p (z, ë) — 69. Cette relation peut être envisagée comme 
De, 


une relation ergodique pour les états spatialement homogènes 
d’un liquide superfluide. 


Connaissant 6%, on peut en principe trouver les valeurs moyennes 
des densités &, et des densités des flux &£%. En vertu de (6.2.55), 


(6.2.40) les valeurs moyennes des densités sont données par les 
formules suivantes 


e(z, Lt) = E° (x, t)+ sk (x, L) Ush (z, + p° (z, t) ui (z, t), (6.2.59) 


ms. t)=nn(t,t)+p (x, thuu (x, t), pm (x, t)=p(x,é), 
où 


en(z,t)—/}e(0), nr, t)=/#n (0), p°(x, t) =” (0)!, 


et les valeurs quasi moyennes !...! sont calculées à l'aide de 


l'opérateur statistique GO) = w-, £ 3 | _. Spuw- ... 
V— — 00 
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Puis, en utilisant la définition (6.2.45) des grandeurs Et on 
obtient en vertu de (6.2.52) 


de, 1)= qe, à the, Duu(z, 1) ++ ui (a, taf (a, t)+ 
Lun (æ, #){e(x, D) +70 (x, Dus(e, t)+uie, t)p°(e, 2)}, 


400) (z, t) — _ 15 (x, t) LÉ (x, t) Usi (x, t) ES 
+ (æ, tu (r, t)+p°(2, thus (x, thuu(æ, t),  (6.2.60) 
JO (x, t)= ni (zx, té) Hp (x, t)u,r (x, t), 
où les NT Ti 


(x 1=!œ(0), tu(r, t)=\tu(0)| 


ont été calculées au paragraphe 6.2.1 et sont données par les for- 
mules (6.2.18), (6.2.19). 

Enfin, au lieu de Ÿ,, on introduit la grandeur u, conformément 
à la formule 


Ys = Yo (u, — Un)h: (6.2.61) 


Comme nous allons tout de suite le voir, u, (x, t) peut être inter- 
prété comme la vitesse locale de la composante normale d'un liquide 
superfluide. (Cette définition se trouve en accord avec la définition 
du paragraphe 6.2.1, car pour u, = 0, Ÿ = —You,.) 

En utilisant les formules (6.2. 60), (6.2. 18? (6.2.19), on peut 
écrire les densités des flux t}}, jf’ comme suit 


(0 
D — —= Pôri + Prünalnt + Pslshlsls 


(0) 
1h = TR —=Onünk + Psüshs 


(6.2.62) 


où p est la pression du liquide superfluide définie comme 
p = —@/Ys. (6.2.63) 


Ces formules montrent que les grandeurs w, et u, doivent être inter- 
prétées comme les vitesses des composantes normale et superfluide 
du liquide. 

Ainsi les équations de l’hydrodynamique d’un liquide superfluide 
peuvent s’écrire comme 


97h dtht de : 
EE ” re LE 


+ +divi =, 
(6.2.64) 


ee _ (m°!lo Le? TS u5)—=0, rotu,—0, 


où les grandeurs j° — x, th, e, g sont déterminées par les formu- 
les (6.2.62),(6.2.60), (6. 2. 99). 
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Pour la première fois, les équations (5.2.64) ont été établies par 
Landau et portent le nom d'équations de Landau [71]. 

L'’équation (6.2.64) qui contient de/ôt et exprime la loi de la 
conservation de l'énergie peut, comme il est facile de s’en rendre 
compte, s'écrire comme suit 


À +divsu, —0, (6.2.65) 
où s est la densité de l’entropie, donnée par la formule suivante 
s—=—lim limÿ-!Spw-lnw. 
Y—0 — 00 


Cette équation exprime le fait que l’écoulement d'un liquide super- 
fluide parfait est adiabatique. 

La grandeur su, est la densité du flux de l’entropie. Ainsi, seule 
la composante normale d'un liquide superfluide a une entropie. 


Nous avons montré que l'opérateur 6, satisfait aux équations 
(6.2:48). 11 nous reste à vérifier si les relations (6.2.49) sont véri- 
fiées. Nous allons voir ci-dessus que ces relations sont vraies sous 


certaines réserves imposées à l'opérateur Î (x). 
.. Nous allons montrer avant tout que l'opérateur f (x) doit con- 
tenir un. nombre impair d'opérateurs de champ4#(x), Y{(x). Re- 
marquons à cet effet que | 

1%» L y 


ee. m pa) = — (x). 


C'est pourquoi 
mi Me REY z re 
e mm f(ae” =Bf(x), nn) 


où B, = À si f contient un nombre pair d'opérateurs 4, 4* et f, = 


— —4 si f en contient un nombre impair. En vertu de (6.2.53), 
(6.2.66) on a 


Sp w; 4 (0) = —(Spwt (0)}.58 


Nous allons voir que pour B; — 1 (c'est-à-dire si l'opérateur f per- 
turbant la symétrie contient un nombre pair d'opérateurs de champ) 
À + (0)! — 0, et, par conséquent, ceci ne donne pas lieu à des sin- 
gularités des valeurs quasi moyennes, dont nous avons besoin. C'est 
pourquoi, il y a lieu de supposer que B; — —1, c’est-à-dire que le 
nombre d'opérateurs de champ figurant dans ô“# doit être impair. 
Dans ce cas, Sp w= #(N) est une fonction impaire de v, 


Sp w-1 (0) = —Spw-y(0)[. =. (6.2.67) 
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On peut en conclure que les valeurs quasi moyennes n'auront de sens 
que si v tend vers zéro soit à droite, soit à gauche [31]. 

Nous allons maintenant voir quelles doivent être les restrictions 


imposées à f(x) pour que la condition Im ivi — 0 soit vérifiée. 
Remarquons à cet effet que 


PTH(PTY = SH", PTP,(PTY = PY, PTM(FTY! = M", 


où T7, F sont les opérateurs unitaires correspondant à l’inversion 
du temps et à l’image de l’espace. Nous allons considérer que l’opé- 


rateur f (x) est doué d’une certaine’ signature temporelle €, (£, — 
= +1). On a alors TOH (PT)! — EH. 
Il en résulte 


(Sp x; (0))* = (Sp up (O)k.se,- 


Ainsi la grandeur À | sera réelle si e, — 1. 

Compte tenu de (6.2.67) on peut toujours faire la grandeur À Ÿ s 
positive en faisant tendre v vers zéro d’une certaine manière (c'est-à- 
dire en considérant que soit v —+ +0, soit v—+ —0). On peut suppo- 
ser que si l’on choisit f (x) sous la forme 


f (æ) = + (&) +Ÿ* (x), 


À Ÿ ; sera supérieur à zéro Si v—> —(. 
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6.3.1. Equations de Maxwell-Lorentz pour les opérateurs des 
champs électromagnétiques. Nous allons maintenant passer à l'’étu- 
de des champs électromagnétiques dans un milieu, qui représentent 
les valeurs moyennes des champs microscopiques agissant sur les 
particules du milieu et créés par ces particules. 

Nous allons avant tout formuler les équations de l’électrodyna- 
mique quantique qui déterminent les champs électromagnétiques 
microscopiques dans le cas où les particules sont non relativistes. 

Le système électrodynamique quantique que nous allons envisager 
est un ensemble de particules chargées et de photons. Son hamilto- 
nien  (t), dans la représentation de Schrôdinger, s’écrit comme suit 


CH (1) = À 5 + EE int + | 
+ | dr (V4 A (a, 1) 4é(e) (V4 (&, 9) 4e (&)— 


. > | Ta (Æ) Ma Var) rot À (x, t) + 


+ D ea | ai (x) be (5}h 9 (&, 2), (6.3.1) 
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où Ÿ, (x) est l'opérateur d’annihilation des particules de la sorte a, 
de charge e, et de masse m,, ®°? (x, t) le potentiel scalaire du champ 
électromagnétique extérieur, À (x, t) l'opérateur du potentiel vecto- 
riel du champ électromagnétique, #, le hamiltonien du champ du 
rayonnement libre, soit 


à 
Hy= À wuckacrn, OK —C |k | 
k 


(Cr, Cka sont les opérateurs d’annihilation et de création d’un pho- 
ton d’impulsion k et de polarisation À = 1, 2, satisfaisant aux rela- 
tions de permutation [cex, cha] = ôxx-ôa:) et enfin Æ,n est le 
hamiltonien de l'interaction coulombienne des particules. L’opéra- 
teur À (x, t) est une somme de deux termes 
A(z,t)=a(x) + AS (zx, t), 

où À (x, t) est le potentiel vectoriel d’un champ extérieur donné 
(cette grandeur est un c-nombre) et a {x) l’upérateur du potentiel 
vectoriel correspondant au champ électromagnétique quantifié: 


a(x)=c 2 (= 2 _)" {ec ik c.h.}, 


ef sont ici les vecteurs de polarisation des photons satisfaisant aux 
CAditions suivantes 
2 
kik 
x 3) (A )* ik j 
k—0, D ekiek) = 61 — D 


Le hamiltonien &Æ (t) peut s'écrire comme suit 
XX. (4) = 9 + CA nt + V (£), A 0 + A9 + D p 


où & } est le hamiltonien des particules libres: 


He D 5 | Parvis (a) Vie (a) 


et V (t) le hamiltonien de l'interaction des particules avec le champ 
électromagnétique : 


V (1) = . drA (x, t)J (x, t)— 
7 | ŒxA (x, t) 3> #2 Pa (æ)+ | Brq (x, t)p(x), (6.3.2) 


où J (x, t) est |’ oi de la densité du courant des particules 
en présence d’un champ électromagnétique 


Je, =) ge {(V+2 4 (2 0) pé() ba ()—ch}+ 


+ rot D à (&) LoŸa (x)= j (x) ——+ 4° (x, DZ Pa(x), (6.3.3) 
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ua étant la matrice du moment magnétique propre, p, (x) = 
= ei (x) w, (x) l'opérateur de la densité de la charge électrique 
des particules de la sorte a et j (x) est l’opérateur de la densité du 
courant électrique en l'absence de champ électromagnétique exté- 
rieur : 


ja) De {(9 + a (a) dé (æ) a (a) eh.) + 


a 


+rot Lyi(z) Hta(æ). (6.3.4) 


Nous allons maintenant trouver les opérateurs des champs élec- 
tromagnétiques. L'opérateur du champ magnétique est donné par 
la formule 


(zx, t)=h(z)+H (x, t), 


où H(z,t) =rot A“ (x, 1) est le champ magnétique exté- 
rieur et k(x) le champ magnétique quantifié, hk (x) = rot a (x). 
L'opérateur du champ électrique est donné par la formule 


Ê(xz, t)=e(xz)+E (zx, 1), 
où E (x, t)— ++ A (x, 1) — Vo (x, t) est le champ électri- 


que extérieur et 
e(z)=e" (x) +e'(x), 
et(z)= Ta (z)=— 2 {é (1), a (x)], (6.3.5) 


’ p (zx) 
e' (x) —= — Va, (x), &o (x) —= | d2 T7" 
e! (x) est ici le champ électrique quantifié transversal et e! (x) le 
champ coulombien longitudinal créé par les charges de densité 
totale p (x) = >'p, (x) (as (x) est l'opérateur du potentiel scalaire 
a 

agissant dans l’espace de Hilbert des particules). 

Après avoir déterminé les champs, on peut passer à l’établisse- 


ment des équations de leur mouvement dans la représentation de 
Schrüdinger. A cet effet nous allons nous servir du fait que 


LJiæ, à), p(z' = —i Y 


€a © Ô , 
ms Pe(x) (xx). 


A partir de cette relation et de (6.3.1) on a la loi de la conservation 
de la charge 


P(æ)= il (6), P(x)= — div J (æ, t) 
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(nous avons tenu compte de ce que L# in, p (æ)l = 0). C'est pour: 
quoi, en vertu de (6.3.5), on a 


e'(zli= il (t), e!(x)] = vai Br'-J "9 


|z—z |" 
En utilisant les relations de permutation pour les opérateurs 
CkA1 Ckar ON à 


et (x) = —— [Æ (+), a(a=i À (+) ecrire ch). 
KA um 1 


C’est pourquoi, en utilisant de nouveau les relations de permutation 
pour Fa Opérateurs Cks Ckx, On trouve 


et (z)= lé (6), et(2)1= rot A (æ) + (V (0), ef (el. 
Calculons maintenant le commutateur [V(4), e‘(x)]. Remarquant 
que 


0? 1 


[a (x), e(z’)] = 4nicô,,ô (x — x) — NCA EUR 


on trouve 


LV (0, et (= — 3 (2, DL yais [a 20, | 


[æ—z |" 
En substituant cette expression dans la formule pour et (x) et en 


utilisant l'équation donnänt e! (x), on obtient finalement l’équa- 
tion suivante pour le champ électrique e (x): 


Le (x) — rot k (x) — J (x, t). 


La variation du champ magnétique dans le temps est donnée 
par l’équation suivante 


h(a)= IS (0), k (= LL, k 


d'où en utilisant les relations de permutation pour les opérateurs 
Ck3, Chr, On obtient 


h (x) = —rote (x). 


Les champs extérieurs H(%, E‘® satisfont aux équations de 
Maxwell 


rot E° — —+ _ H®. rot H®— LE + 
divH®9=0, div do 


où j' et p’ sont les densités des courants et des charges extérieurs. 
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Les opérateurs E et H satisfont donc aux Ro suivantes 


= | 0 A 

roOtE = ——— 1H, rot H + © Ë — 
ET = pe ZE (J + j"), (6.3.6) 
divH=0, divE—4n(p+p ; 
Nous appellerons ces équations équations de Maxwell-Lorentz pour 
les opérateurs des champs. 

6.3.2. Réponse du système à une excitation électromagnétique 
extérieure. Pour obtenir les équations de Maxwell-Lorentz pour 
les champs moyens dans le milieu, il y a lieu de procéder au moyen- 
nage des équations (6.3.6) avec l'opérateur statistique du système 
formé par la substance et le champ électromagnétique quantifié. 

Nous allons supposer que pour { — —0o, le champ et la substance 
se trouvaient à l'état d'équilibre statistique et qu’il n’y avait pas 
de champ extérieur. Ceci signifie que la distribution de Gibbs w du 
système est déterminée pour { — —c par le hamiltonien &# — 
= A (—o) qui est la somme du hamiltonien de la substance nm — 
= » <= int, du hamiltonien du champ de rayonnement  ; et du 


hamiltonien de l'interaction de la substance et du champ électro- 
magnétique V = V (—oo), 


ee —+| dza (x) j (a) L (ace (x) > + Pa (&) 


Après l'apparition du champ extérieur A‘ (x, 1), q" (x, t) 
l'opérateur statistique du système p (t) différera de la distribution 
de Gibbs, et sa variation dans le temps sera donnée par l'équation 


= SE (6), PAM, SE (= GE + VO (E) 


et par la condition initiale p (—oo) — w. Ici V® (1) est le hamilto- 
nien de l'interaction du système et du champ extérieur 


Vo (= — À | rA (2,2) j (2) + | dix to (a, 1) be(e)+ 
+) PrAU (2,02 DE Gaz). (6.3.7) 


a 


Nous allons maintenant trouver les valeurs moyennes des champs 
électromagnétiques E (x, t), B (x, t) agissant dans le milieu: 
E (x, 1) = Spp(t)E (x, t),B (x, t) = Spp(t)H (x, t). 
En introduisant également les valeurs moyennes des courants et 
des charges induits: 


T(æt)=Spp(t)T(æt), p(z,t)=Spp(#p(x), 
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on obtient, après le moyennage des équations (6.3.7), les équations 
de Maxwell-Lorentz suivantes pour les champs moyens dans le 
milieu 

1 0B 1 O0E An 


rot E — 7, rot B=———+—(J LT), 


div B=—0, div E=4n(p—+p'). 
On voit que dans ces équations, en plus des champs E et B et des 


densités du courant extérieur et des charges jt”, pl”, on a encore 


les grandeurs 7 et p qui sont les densités moyennes du courant et 
de la charge dans le milieu induits par les sources extérieures. C'est 
pourquoi le problème revient avant tout à trouver ces grandeurs. 

A cet effet il y a lieu de se référer au $ 4.1. Supposant le champ 


extérieur faible, on peut calculer les valeurs moyennes Ÿ et p et uti- 
liser la formule générale (4.1.7), en y entendant par F; (x, t) les 


potentiels — {+4 (æ, t), p (x, t). En supposant que l'opéra- 


(6.3.8) 


teur a coïncide avec 4 ou avec p, on obtient en approximation linéai- 
re par rapport aux potentiels [79]: 


Dale, t)= — LAS (2,9 DE pa + 
+ far [ar {—Giv(e—e",t—r) LAS (e1,#)+ 


LG (z—zx',t—t)q (x, )} (6.3.9) 
p(z, t)= > Pa+ | dt’ | d3xr’ {— Gi” (æ—x",t—t) ZA (z’, t')<- 


GO (aa tt) 900 (2, r')) 
où Gk? (x, t), GÉ (x, t), GS" (æ, t), G* (x, t) sont les fonctions de 
Green retardées des courants et des charges: 

GK (x, t)= —i0 (1) Spwlir(s, t),j: (0), js, t)= jf) (æ,t), 
Gr" (æ,t)= —i8 (4) Sp w [jx (æ, t), p (0)1, (6.3.10) 
Gi (z,t)= —i0(t) Spw[p (æ, t), jx (0)], dé 
GO (æ&,t)= —i0 (4) Spw[p (x, t), p (0)1, p (x, t) = p (x, #). 
Pour un système électriquement neutre le premier terme dans la 


seconde des formules (6.3.9) s’annule, p = Ÿ p, = 0. 


$ 6.3] ÉQUATIONS DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE MACROSCOPIQUE 367 


Si AK” (x, t) = dL/0xr, op"? (x, 1) = —Gyg/cût, où Y% est une 
fonction arbitraire, alors vu l’invariance du gradient, les densités 
du courant et de la charge s’annulent, donc 


0Gi" (zt) | GP (2,1) 
© 
den. en (6.3.11) 
ki (©, k T, {a 
dE Sin me C7 Paô (1) —— = 6 (x) = 0. 


Remarquons que ces formules peuvent également être obtenues 
à partir des définitions (6.3.10), en utilisant la loi de la conserva- 
tion de la charge sous forme opératorielle 


PE à) =" + div j (z,t)=0, 
et les relations de permutation 


[e (x), p (z”)] — 0, 
Die), p (2 = —i D Le pe (x) 2 (2). 


Puis en utilisant la loi de la conservation de la valeur moyenne 
de la charge 


PEL + div F (x, D —0, 
on obtient d’une manière analogue 

8G$" (x, oGt*) (z, 1) 

TES, 9 Lo, 


t) 
OT; di 


0Gk+ (&,t) , dCi (x, t) 


; (6.3.12) 
€a 
_ + SL + nn Paô (1) 3 8 (x) — 0 


En utilisant les composantes de Fourier, on peut écrire les équa- 
tions (6.3.9) sous la forme 


Ta (&. ©) = — + Gi? (k, ©) A" (k, ©) + 
+ G£ (k, &) p‘° (k, &)—+ 2e <a A; (k, o), 


PU, w)= —2 Gi" (k, 6) 4 (k, &)+ G% (k, 6) p'° (0) 


(pour la définition des composantes de Fourier voir 4.1.1). 
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Les composantes de Fourier des fonctions de Green sont liées 
entre elles, en vertu de (6.3.11), (6.3.12), par les relations suivantes: 


GE (k,w)k;— ©G® (k,w)=0, 

GE (k,w)k—06G(k, ©) = 0, 
Pal | (4) | a nn re 
GS? (k, &) ki —wG; (k, o)+k; » ms Pa =0, (6.3.13) 


a 


kGSP (k, @)— 0 GS” (k, @)+ ki) 2 pa = 0. 


Ces formules permettent facilement d'exprimer 7, (k, w), p (k, w) 
en fonction des composantes de Fourier du champ électrique exté- 


rieur E® (k, w) = A (k, ©) — ko (k, w): 


JA, o)= + {645 (6, o) +8, DE pe}.Es® (k, w), 
nn | (6.3.14) 
p(k, w)= Gi" (k, w) ES (k, &). 


En vertu de (6.3.13), les fonctions de Green scalaire Gt* et vecto- 


rielles G£*’, G*’ peuvent s'exprimer par la fonction de Green ten- 
sorielle G{*. C’est pourquoi, en fin de compte, la réponse du système 
à un champ électrique extérieur est déterminée seulement par la 
fonction de Green tensorielle. 

Nous allons supposer que le hamiltonien de la substance &#,, est 
invariant par rapport à l’inversion du temps et que l’état d’équi- 
libre statistique n’est pas dégénéré par rapport à la réflexion spa- 
tiale. Conformément à (4.1.30), on aura alors des relations 


Gi (k,@)= —Ci(—k,w)=6G{" (k, w), 


(6.3.45) 
GC (k,w)=GF (—k, 0) GC" (k, ©), 


exprimant le principe de symétrie des susceptibilités généralisées 
par rapport au champ extérieur. 


Rappelons que l'opérateur | dzxp (x) étant l'intégrale du mouve- 
ment par rapport au hamiltonien #,, les fonctions de Green verto- 
rielle et scalaire s’annulent pour k = 0: 


Gi” (0, w) = G*? (0, w) = 0. (6.3.16) 
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Nous n'’allons envisager ultérieurement qu'un milieu isotrope. 
La fonction de Green tensorielle sera alors de la forme : 


G:: kik 
Gi (k, = Pa TD — 


—ioot (ko) (ô,—"%2),  (6.3.17) 


5! (k, = s(2 + Up, HE Gi (ke, w)} = G (k, o), 


o &—o)=<{5 En Pa+ (ô5— SE) L(k, w)} . (6.3.18) 


En substituant cette expression pour Gi} (k, ©) dans (6.3.14) 
et compte tenu de (6.3.13), on obtient: 


Ji, ©) =0! (ke, ©) k ECO 4 5 (4, w) le EP C0) Hi 


@ 
P(,o)=< 6! (k, w)kE‘® (k, w). (6.3.19) 


On voit que les grandeurs oc! et oc‘ donnent les composantes longi- 
tudinale et transversale (par rapport au vecteur d'onde k) de la den- 
sité du courant. Ces composantes sont proportionnelles aux compo- 
santes longitudinale et transversale du champ électrique extérieur. 
C'est pourquoi les grandeurs o! et o° peuvent être interprétées comme 
les coefficients de conductibilité électrique longitudinale et trans- 
versale du milieu. Cependant, on entend habituellement par coeffi- 
cient de conductibilité électrique le coefficient de proportionnalité. 
entre la composante du courant et la composante du champ électri- 
que dans . mieu (voir le paragraphe 6.3.3). C'est pourquoi les 
grandeurs ©! et co! seront appelées coefficients externes de conductibi- 
lité électrique, à ]la différence des coefficients internes, ou réels, de 


conductibilité électrique 6! et ot que nous introduirons dans le para- 
graphe suivant. 


Remarquant que 
(k, E°(k, &)]}=<H%(k, 6), 


où H® (k, w) est la composante de Fourier du champ magnétique 

extérieur, on peut récrire l’expression (6.3.19) pour 7 (k, w), 

p (k, ©) comme suit 

Ti, ©)= —iox(k, ©) Ef(k, w)Licy (k, w)[k, H°(k, o)l:. 
(6.3.20} 
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p(k, w)=—ix(k, o)kE °° (k, ©), 
— ° | 
#(k, @)=—0(k, w)=—G%(k, w), 


: A à À (6.3.21) 
X(, o)=-7 (0"(k, &)—0'(k, w)}. 


Nous allons montrer qu’en fonction des grandeurs o! et o' que 
nous avons introduites, on peut exprimer la quantité d'énergie 
absorbée par le milieu à partir des sources de champ extérieur. La 
quantité d'énergie, absorbée par le milieu dans l’intervalle des fré- 
quences do et l’intervalle des vecteurs d'onde dk est, en vertu de 
(4.1.13), donnée par : formule générale 


Qux do dk = Er nn © Im F?(k, ©)G?(k, ©) F,(k, w)dw dk, 


où F; (k, w)est la composante de Fourier du champ extérieur F; (x, t) 


figurant dans le hamiltonien de l'interaction du milieu avec le 
champ extérieur, 


V(= | deFi(e, 1) ü(a), 


et G;;’ (k, w) est la composante de Fourier de la fonction de Green 
retardée des grandeurs Ë; et È;. Dans le cas que nous avons envisagé, 
le hamiltonien de l'interaction Ÿ (t) est de la forme (6.3.7) et par 
conséquent 


Ft(k, w)G(k, ©) Fj(k, &)=—<+Af"(k, 0) x 

x {—2 Gi (k, ©) AP (E, &)+G$ (6, 0) g°(k, w)}+ 
Hg (re, o) {LG (, 0) A, o)+G%(k, ©) gO(E, a)}, 
où G!2°, G!*, G;'', Gt sont les fonctions de Green déterminées par 


les formules (6.3.10). En utilisant (6.3.13), on peut en exclure les 
fonctions de Green scalaire et vectorielles : 


FiG$F, _. EYGSE® + 


k° OU À jG)n ty NX € 
+ {ar 07 g 0 A go — AP Ego) D TE pe. 
& 
Le second terme étant réel, on a 


Qur = rs Im + ES" (k, w)G# (k, ©) ES’ (k, w). 
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Puis, en utilisant la formule (6.3.17) pour Gi?’ (k, ©), on trouve 
finalement: 


Qu = pr Re (6! (k, IE (, w)12+5(k, w)|EŸ(k, w)l#} 
(6.3.22) 


« 


ou 


ee e)_IIk. EI], k] 
E\ — k Ef — DCE . 


Comme @,, = 0,onaaà ms de cette formule 
Rec!>0, Reo!>0. (6.3.23) 


Remarquons qu’on peut également vérifier ces inégalités à partir 


des relations explicites exprimant ©! et ©‘ avec des fonctions de 
Green. Les traces qui déterminent les fonctions de Green doivent 
alors être calculées à l’aide de la formule 


Spwab= Di ws(n|a|m)(mjb|n), 


où j, (x) est le vecteur-4 de la densité du courant de particules char- 
gées (ces vecteurs d'état diagonalisent l’opérateur statistique d'equE 
libre w). 

Comme nous l’avons déjà mentionné, toutes les formules précé- 
dentes concernent le cas non relativiste, lorsque le hamiltonien de 
l’interaction des particules de la substance avec le champ électro- 
magnétique extérieur a la forme (6.3.7). Dans le cas relativiste le 
hamiltonien de l'interaction des particules de la substance et du 
champ électromagnétique extérieur est donné par la formule sui- 
vante 


vo 1 = | drju (æ) A (æ, 2), (6.3.24) 
où j, (x) est le vecteur-4 de la densité du courant de Doricules char- 
gées (de toutes sortes) et A? (x, t) le vecteur-4 du potentiel du 
champ électromagnétique extérieur. Cette expression, à la différence 
de (6.3.7), ne contient pas de terme quadratique par rapport à A(®. 
C’est pourquoi toutes les formules de ce DARASFAPAE se simplifient 


et ne contiendront pas de termes de la forme 2 


Dans le cas limite c — oc, lorsqu'on peut — l'interaction 
À int des photons et des charges de la substance, la fonction de Green 
décrivant la réponse du courant et de la charge au champ électroma- 
gnétique extérieur, sera comme précédemment donnée par les formu- 
les (6.3.10) dans Iesquelles par la densité du courant on éntend l’ex- 
pression (6.3.5) exempte de termes contenant a (x), et par w, la 
distribution de Gibbs avec le hamiltonien é#,. 


24% 
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Pour conclure ce paragraphe, nous allons trouver la fonction 
de Green Gi} (k, w) pour un gaz parfait de bosons ou de fermions. 
Dans ce cas, le es %m coïncide avec le hamiltonien ,: 


> Epic pos — p?/2m, 


et la distribution de Gibbs du moyennage dans Gi?’ (4, w) coïncide 
avec la distribution de Gibbs w, d'un gaz parfait (voir la formu- 


le (3.1.2) ; on suppose qu'il n’y a de particules que d'une sorte). 
En remarquant que 


Va (e)= FT Laser, 


on obtient en vertu de (6.3.5) l° ion suivante pour l'opérateur 
‘de la densité de courant : 


je (z, t)= dm D Ru {a ‘00 po 5, (p+p'h+ 
»»° 


+ Sjro: (S1)o'o Gno À (P— p'}a Eint} 
Il est facile de voir que 


Sp wolai,ai., ai Gi] = OiisOusi; (ni, — ni), i=p, 0, 


où n, = Spu,aia, est 14 fonction de distribution d'équilibre d’un 
gaz parfait de bosons ou de fermions. En utilisant cette formule, on 
obtient après des calculs simples l'expression suivante pour la 
fonction de Green G*? (x, t): 


1 (æ, t)= — 50 (1) ( —) g'-2 À exp{iz(p—p')—it(e»—E»)} x 


x (25+1)(n, “nr + p'hy+ ie (0) (5 LE} x 


x EHMSETD ge S''exp{ir(p—p')— it (es —En)} (ip — 19) X 


»»° 
x {(p—p'h(p—p'h;—8u(p—p»)} 
où s est le spin d’une particule. Nous avons tenu compte des formu- 
les suivantes pour les traces des matrices spinorielles : 


Spsi=0, Spsisy = V3 (2s +1)s(s + 1) Gi. 


La composante de Fourier de la fonction de Green G;;’ est don- 
née par la te 


P@, o)= 8 (5) | dpt mx) 2p— Ki (2p—K),* 
4)s(s+L1 
ins be Jii lé L) MR » 
x | dp(n,—ns") 6, (0—e,+ep-x) (K20—k)). (6.3.25) 
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Remarquant que 
(2p —k)k = —Im (8,_x — €, + © — à), 
et en utilisant (6.3.13), on obtient 
GR, o)= 8 (25+1) | Mp(n, nm x)8(w—e,+e, 1). 

(6.3.26) 

Les formules (6.3.25), (6.3.26) déterminent les fonctions de Green 

électrodynamiques d’un gaz parfait de bosons ou de fermions... 

.. 6.3.3. Relation entre les susceptibilités internes et externes. Les 

équations de Maxwell-Lorentz (6.3.8) contiennent, en plus des champs 

moyens E et B, les valeurs moyennes des densités du courant et de la 

charge des particules du milieu Ÿ et p, induites par les courants et 

les charges extérieures 7”, p’. Cependant, au lieu de ces grandeurs, on 

utilise habituellement les vecteurs aimantaticn M et polarisation P, 

liés à Ÿ et p par les relations suivantes 

. o0P 


J=crot M+, p=—divP. (6.3.27) 


Il est évident qu'alors la loi de la conservation de la charge se 
trouve automatiquement vérifiée. Cependant ces équations ne déter- 
minent pas d'une manière univoque les grandeurs # et P pour des 
Ÿ et o donnés (car on a six inconnues et trois équations). On peut 
néanmoins définir les vecteurs aimantation et polarisation d’une 
manière univoque. Remarquons à cet effet que les densités du cou- 
rant et de la charge Ÿ et p que nous avons exprimées en fonction du 
champ extérieur E‘®? peuvent également s'exprimer en fonction des 
champs internes Æ et B, à condition d'utiliser les équations (6.3.8) 
et les équations de Maxwell pour les champs extérieurs : 


Uk, He RENE, il EU = HO, (6.3.28) 
ikH® =0, ikE‘”=4np'. 


En effet, ces équations permettent d'exprimer j’ et p” en fonction 
du champ extérieur Et; les équations (6.3.8) et les définitions 
(6.3.19) des densités du courant 7 et de la charge p permettent en- 
suite de trouver la relation existant entre les champs externe et in- 
terne. On peut ainsi dire que dans le cas isotrope on a à sa disposi- 
tion deux vecteurs indépendants: l’intensité du champ électrique 
interne ÆE (k, w) et le vecteur d'onde k& (le vecteur induction 
magnétique B (4%, w) sera alors donné par la formule B (k, w) = 


= [k, E(k, w)l). On peut maintenant trouver le vecteur pola- 


risation P de telle sorte qu'il soit dirigé le long du vecteur E (k, «), 
et le vecteur aimantation # le long du vecteur B (k, w) ou, ce qui 
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est la même chose, le long du vecteur [k, E (k, w)l. L'introduction 
des vecteurs P et M devient alors univoque, et on peut ainsi poser: 


P(k, &)=x(k, &)E(k, w), M(k, o)= ER B (k, w), (6.3.29) 


où 
L(k, w)=1+4nx(k, 0), 
et x et x sont des constantes matérielles dépendant de # et de w. 
La première est appelée susceptibilité diélectrique interne ou plus 
simplement susceptibilité diélectrique, et la seconde susceptibilité 
magnétique interne ou simplement susceptibilité magnétique. La 
grandeur j est appelée perméabilité magnétique. 
Nous allons maintenant introduire le vecteur champ magneéti- 
que H (k, w) et le vecteur induction électrique D (k, o): 
| H (k, ©) = B(k, ©) — An M (k, o), 
D (k, w) =EÆE(k, ©) + 4nxP (k, w), 
A partir de (6.3.29) on a alors 
B (k, w) =u &, w)H(k, w), D (&, w) = e (k, w) E (ko), 
(6.3.31) 


(6.3.30) 


« 


où 
e (k, &) — 1 + 41x (k, o). 
Cette grandeur est appelée perméabilité diélectrique (constante diélec- 
trique). | 
En vertu de (6.3.27), (6.3.30) les équations de Maxwell-Lorentz 
(6.3.8) peuvent s’écrire sous la forme suivante 


1 0D , 4x ., . 1 0B 
PR dr RE 63.39) 


divB=—0, divD—4np 
ou en composantes de Fourier 


ik, Hj=—-ÈD+Xÿ, ijk, E 28, 


(6.3.33) 
ikB=0, ikD=4Anp’. 
A partir de (6.3.27), on a 
T(k, w)=ic[k, M]—ioP, pPp(k, w)= —ikP. 
C’est pourquoi, en vertu de (6.3.30), (6.3.31), on obtient 
5 (k, &)= —iox(k, o)E+ic HO 1k, B!, . 


pk, w)= —ix(k, w)kE. 
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Puis à partir des équations (6.3.28), (6.3.33) on a 


Wu. me 
H®(k, = BR, ET, 0)= 7 —E IR, k], 
Æ ee 


e k 
Ef (k, o)=e- TRE. 


En substituant ces formules dans (6.3.19), on obtient 


1 k= 
” _ pri E-rea _ 
TT, 0)=0eE+ 4% D. PNR LB, kl. 


CRIER }° 
; = { iw c LU — 
—iox= 0€, = — - — E 
Lt c“h* (0 é 
——k° 
C 
D'où 
4no! \—1 
e= | + io ] , 
X __ io ot ____ sl (6G.3.35) 
rs a ao! ke? | -1 4x0! d 
1+ it (1— —.) 1+ io 


Tenant compte alors de ce qu’en vertu des équations de Maxwell- 
Lorentz on a 


(4, B]=+(k(kE)—@E), 


la densité du courant 7 peut donc s’écrire comme suit 
TJ (k, w)=0!(k, ©) E1(k, w)+0!(k, 6) E; (k, w), (6.3.36) 


où Ey et E, sont les composantes transversale et longitudinale du 
vecteur Æ par rapport au vecteur k et 


o! PRE LOT $ 6! = — © — (6.3.37) 
TO ( __ k*c* 


1+ iw w? 


On appelle les grandeurs 0‘ et o' conductibilités internes longi- 
tudinale et transversale *). 


iO 


*) La relation entre les susceptibilites internes et externes en l’absence de 
À sn spatiale a été étudiée dans [54], et en présence de dispersion spatiale, 
ans [12]. 
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Les susceptibilités x, % jenvene en vertu de (6. 3.34), (6.3.36), 
s'exprimer en fonction de o! et de co! 
x=—0!, Lier RATE (o'— 0°). 
Ces formules sont analogues a aux formules (6.3.21) pour x et x - C’est 
pourquoi les grandeurs x, % peuvent être appelées susceptibilites 
externes. Remarquons cependant que la grandeur xE‘® pour des © 


et k arbitraires ne coïncide pas avec le vecteur P, et la grandeur yH‘* 
ne coïncide pas avec le vecteur #H. 

Les équations (6.3.32) et (6.3.31) sont appelées équations de 
Mazxwell pour le milieu. 

Nous avons ainsi relié les susceptibilités et les conductibilités 
internes aux susceptibilités et aux conductibilités externes. Comme 
nous l’avons vu, ces dernières grandeurs s'expriment par des fonc- 
tions de Green retardées des courants et des charges microscopiques. 

Au paragraphe 6.3.2, nous avons défini la fonction de Green 
G® (k, w) d’un gaz parfait. Connaissant Gt* (k, wo), on peut à 
l’aide de la formule (6.3.35) (voir également la formule (6.3.17) 
pour G!) 


e”1(k, o)=1+ Z G# (k, ©) 
calculer la Speo diélectrique d’un gaz parfait 


E1(k, @)=1+—— TE  (25+1) | Sp(n, —Np-K) Ô+ (O—E;+Ep-K). 
(6.3.38) 


Cette formule donne un résultat exact seulement dans le domaine 
des © et k grands. Par contre si les pulsations w et les vecteurs d'onde 
k sont petits, on ne peut pas l’utiliser, car alors l'interaction entre 
les particules dont nous n'avons pas tenu compte en démontrant la 
formule (6.3.38) est importante. 

La formule exacte pour € (#, w) dans le domaine des basses fré- 
quences peut être obtenue à partir des formules (5.4.61), (5.4.59) 
grâce auxquelles le problème de la recherche de l'expression asympto- 
tique de la fonction de Green revient à la résolution de l’équation 
cinétique linéarisée. Si l’équation cinétique ne tient compte que du 
champ self-consistent et si l'interaction entre les particules est 
coulombienne, on obtient la formule suivante pour € (k, w): 


e(k, w)=1— Er (25+1) | pin, —ns_x) 0: (0—e,+en_«), 


quiest vraie à condition de négliger les phénomènes d'échange [103]. 
Dans le cas classique, où 4 € à"! (x étant la longueur moyenne d'onde 
broglienne d’une particule), cette formule devient la formule (1.5.30) 
pour la constante diélectrique du plasma. 
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Dans le paragraphe précédent nous avons défini l'énergie Qux 
absorbée par le milieu à partir des sources de champ électromagné- 
tique extérieures. Nous avons précédemment exprimé Q,4 en fonc- 
tion du champ électrique extérieur. Mais cette grandeur peut égale- 
ment être exprimée en fonction des courants extérieurs. À cet effet, 
il y a lieu d'utiliser les équations de Maxwell (6.3.28) à partir des- 
quelles on a 

0 ant ., 4xiw o% \—1., 
PU = — pr LE EŸ= (x ©) Jo 


c? c? 


où jy et 71 sont les composantes longitudinale et transversale du 
vecteur j” par rapport au vecteur k#. En substituant ces expressions 
dans (6.3.22) et compte tenu de la relation (6.3.35), on obtient 


= 4 Aro 17" 1% | 
Qur = Gros [M utile + SE} (6.3.3) 
| TE 
Vu que toujours Q,4 > 0, on a les inégalités 
c°k2 
Ime>0, Im (e er > 0. 


Notons que ces inégalités découlent de l'inégalité (6.3.23) et des 
relations (6.3.39) reliant € et u aux conductibilités extérieures 
o! et o!. 

On peut utiliser (6.3.39) pour trouver l'énergie que perd une 
particule chargée en passant à travers la substance. Si les pertes 
d'énergie ne sont pas grandes, le mouvement des particules peut 
être supposé uniforme. La densité du courant de la particule sera 
alors donnée par la formule 


J'(æ, t) = :ev Ô (x — vt), 
où ze est la charge de la particule et v sa vitesse. La composante de 
Fourier de la densité du courant est de toute évidence égale à 
J (, w) = 2nzev Ô (w — ko). 
Ceci permet de trouver les composantes longitudinale et transversale 
de j’ (k, w), et compte tenu de ce que 
62 (w—kv) =-5— 6 (w—ko), 


où TJ est le temps du parcours de la particule, on obtient l'expression 
suivante pour l'énergie perdue par la particule par unité de temps 
sur l’intervalle des fréquences do et des longueurs d’onde dk: 


— dEok — Jok do dk, 


v3 1 
Qw ze \2 2 
Jwk = T— = (+) Ô (© —ko) w Im Fe (6.3.40) 
c? u 


25-0393 
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En intégrant cette expression sur les w et k, on trouve la perte 
totale d'énergie de la particule par unité de parcours: 


dé 1 
— 6 D | do dkqux. 


dz 


Dans le domaine de la transparence, l'apport essentiel dans cette 
intégrale provient des pôles de l'expression sous l’intégrale/donnés 
par les équations 


e(k, w)=0, Se (k, o)u(k, w©)—k2—0. (6.3.41) 


Les pertes liées aux zéros de & sont dites pertes de polarisation, et 
è 
celles liées aux zéros de _ eu — X* sont dites pertes de Tcherenkov. 


Les relations (6.3.41) ont un sens physique simple. Ce sont les 
équations de dispersion pour les ondes libres susceptibles de se 
propager dans le milieu qui découlent des équations de Maxwell 
(6.3.32), à condition d’y poser j' = p” = 0. Il est facile de voir que 
l’équation de dispersion € — O0 détermine les ondes longitudinales 


? : &W* o 
et l'équation eu — k° — 0 les ondes transversales. 


te 


18. 


25* 
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THÉORIE DU CORPS SOLIDE 
par A. Davydov 


L'ouvrage du professeur A. Davydov est un exposé déve- 
loppé du cours de la théorie du corps solide qu'il dispense 
depuis de nombreuses années aux étudiants de la faculté 
de physique de l’Université de Kiev. C'est un ouvrage de 
base consacré à la théorie des différents types d’excita- 
tions collectives élémentaires (phonons, plasmons, magnons 
et excitons) qui apparaissent dans les corps solides et 
qui se manifestent dans différents effets physiques. Ce 
livre initie le lecteur à l'étude des principales méthodes 
mises en œuvre en théorie du solide pour décrire les 
phénomènes physiques qui s’y manifestent. L'exposé est 
basé sur l’appareil mathématique de la théorie quantique 
moderne, ce qui permet à l’auteur de traiter à un niveau 
convenable de toutes les questions importantes de la 
théorie du solide. Ce livre donne une formation théorique 
amplement suffisante pour permettre au lecteur d'étudier 
les publications scientifiques consacrées aux recherches 
théoriques et expérimentales dans le domaine de la phy- 
sique du solide. 


INTRODUCTION À L’'ALGÈBRE 


par A. Kostrikine 


L'ouvrage de A. Kostrikine, membre-correspondant de 
l’Académie des sciences de l’'UR.S.S., a pour base un 
cours de conférences d’algébre supérieure, lues pendant 
plusieurs années à la faculté de mathématiques et de 
mécanique de l’Université de Moscou. Depuis longtemps 
l’on ressentait le besoin d’un manuel d’algèbre conçu 
dans un esprit et un style nouveaux. Cette lacune est 
maintenant comblée. En cffet l’auteur s’est attaché 
à jeter un jour nouveau sur les divers aspects de l’algè- 
bre sans pour autant abuser des notions abstraites. Outre 
les questions traditionnelles, il aborde les propriétés 
générales des applications et des relations binaires, les 
groupes de transformations, les propriétés structurales 
des groupes élémentaires. des éléments de la théorie des 
représentations, la divisibilité dans les anneaux, des 
notions générales sur les corps finis et les corps de nombres 
algébriques. Les nombreux exemples et exercices, qui 
sont de nature essentiellement théorique, prolongent le 
sujet principal et, en même temps qu'ils égayent l’exposé, 
soulignent l'élégance et la puissance des méthodes de l’al- 
gebre. Beaucoup d'exercices sont accompagnés des indi- 
cations nécessaires à leur résolution. 


ÉLÉMENTS DE CALCUL NUMÉRIQUE 
EN ALGÈBRE LINÉAIRE 


par V. Voïévodine 


Le cours de V. Voïévodine, docteur ès sciences physiques 
et mathématiques, a pour objet la description et l'étude 
des méthodes numériques de résolution des problèmes 
d'algèbre linéaire. L'auteur soumet à l'étude systémati- 
que les erreurs d'arrondi des opérations arithmétiques 
élémentaires, leur origine, leurs propriétés et l’action 
qu'elles exercent sur les processus de calcul; pour la 
première fois sont examinées les propriétés probabilistes 
des erreurs d'arrondi. L'ouvrage traite des méthodes 
numériques principales relatives à la résolution des 
systèmes linéaires, au calcul des déterminants, à Ja 
résolution du problème des valeurs propres. Une atten- 
tion particulière est portée sur l'étude de la stabilité 
numérique des méthodes. On y trouve également la 
description des méthodes de résolution des problèmes 
instables d’algèbre linéaire et des problèmes de dimen- 
sion n. Le présent ouvrage est intimement lié au cours 
d’« Algèbre linéaire » de V. Voïévodine paru en français 
aux éditions « MIR » en 1976 et exposant la théorie de 
l’algébre linéaire. 


